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AVIS DE L ÉDITEUR. 



Nous donnerons aux Nou\^ellcs Annales , destinées 
aux progrès de renseignement et dont la continuation 
nous est confiée , le même soin qu^au Journal de Ma- 
thématiques de M. Liouville, destiné aux progrès de la 
science. Notre Librairie renfermant les principaux ou- 
vrages didactiques tant anciens que modernes, et nos 
relations commerciales avec l'Europe géomètre, nous 
donnent les moyens de procurer aux Rédacteurs de ce 
Recueil les documents précieux, indispensables à leurs 
travaux. 

Nous ne négligerons rien pour que les Noui^elles An- 
nales, remplissant le but de leur fondation, paraissent 
mensuellement avec exactitude, et que Texécution typo- 
graphique, ainsi que celle des planches, répondent de 
plus en plus aux vœux des abonnés. 

A partir de jan\ner 1849, ^^ devra adresser les de- 
mandes d'abonnement à M. Bacheliëh, imprimeur- 
libraire, quai des Aiigustins, n** 55. 
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iVERTISSENCNT DES RÉDACTEURS. 



Les Nouvfelles Annales viennent d'achever leur septième 
année. Les suflrages bonorablcs d'hommes compétents 
nous permettent de croire que nous avons été de quelque 
utilité à la science et à l'enseignement, aux professeurs et 
aux élèves, double but que nous n'avons jamais perdu de 
vue. Notre Recueil contient des renseignements instructifs 
sous le rapport didactique et historique , sur toutes les 
méthodes anciennes et nouvelles , sur les théories et ques- 
tions , objets ordinaires des examens. Toutefois , dans le 
monde intellectuel et politique , tout s'avance devant nous. 
Et de nos jours , dans les sciences surtout , qui s'arrête , 
recule. Delà , Taccroissement continuel, chez les nations 
civilisées du globe , des productions périodiques qui en- 
registrent incessamment tous les progrès du jour. Ainsi 
TAllemagne, outre le Journal de Crelle, celui de Poggen- 
dorf , le Journal polytechnique de Vienne, les Annales 
fF Astronomie de Schumacher, s'est encore enrichie , de- 
puis 1845, d'un journal consacré aux sciences exactes y 
sous ce titre : Archiva der Mathematik und Phjsik , mit 
besonderer Rucksicht auf die Bedurfnisse der Lehreran 
hùlwrnunterrichts anstalten; herausgegeben von Johann 
August Grunert , professor an Greifs wald , 1 845 ( Archivées 
des Mathématiques et de la Physique, ayant égard parti- 
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culièrcment aux besoins des professeurs aux institutions 
supérieures, publiées par Jean-Auguste Grunert , profes- 
seur à Greifswald). L'Italie possède plusieurs Recueils 
scientiGques où les Tortolini , les Chelini déposent leurs 
beaux travaux géométriques. En Angleterre, outre le 
JoUÊnal de Mathématiques de Cambridge et de Dublin, 
publié par Thomson, et qui a pour collaborateurs les 
frères Roberts , les Hamillon , les Cayley, et autres grands 
géomètres contemporains; outre les journaux scientifi- 
ques d'Oxford , d^Edimbourg , il y a encore pour la partie 
élémentaire : The Matliematician, edited by Messrs Ru- 
I herford and F enwickof the royal mil! tary Academy, 1 845, 
vol. I et II (Le Mathématicien, publié par MM. Ru- 
therford et Fenwick de l'Académie royal» militaire). 
Le Journal de Dublin vient de commencer une seconde 
série, et le mouvement mathématique est tellement 
fort chez nos voisins au delà du détroit, qu'on réim- 
prime une seconde édition de la première série. La géo- 
métrie surtout ancienne et moderne y est cultivée avec 
beaucoup d'ardeur. On y voit paraître de fréquentes tra- 
ductions d'Euclide à Tusage des classes : qui en France 
achèterait une telle traduction? Les neuf dixièmes de nos 
ëlèvesignorentlcnomd'Euclidc, et Ton compterait facile- 
ment le nombre de professeurs qui leliscnt. Nouspossédons 
un seul journal consacré aux parties transcendantes de 
la science et dirigé par un célèbre géomètre, journal qui 
est lemule de celui de Crclle-, mais tandis que le journal 
prussien jouit de la haute protection de son gouverne- 
ment, celui delà France est birn loin d'avoir joui d'une 
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telle protection sous le Gouvernement déchu*, au contraire. 
La République réparera- t-elle les torts de la monarchie? 
Peut-être. Mais la justice nous oblige de dire que TancieB 
Gouvernement, peu avant sa chute, se disposait à en- 
courager les Nous^elles Annales par des souscriptions. 
Ces dispositions bienveillantes seront-elles mainteJbes? 
nous Tespérons. 

Quoi qu'il en soit, la huitième année, nous ferons de 
nouveaux efforts pour mériter l'approbation du public 
géomètre : nous voidons que les Nouvelles Annales de- 
viennent en quelque sorte un bureau de consultations 
pour ceux qui se livrent avec amour à Fétude de la sainte 
doctrine. Ainsi tous les professeurs des départements et 
de la capitale pourront s'adresser par écrit ou verbale- 
ment aux rédacteurs pour obtenir des renseignements 
bibliographiques sur Tobjet de leurs investigations. Dans 
cette même vue, nous donnerons les énoncés mensuels 
des articles des journaux étrangers ci-dessus mentionnés, 
et avec des développements pour ceux qui en auraient 
besoin. 

Les élèves abonnés peuvent nous consulter sur les di^ 
ilcidtés qu'ils rencontreraient dans les questions d'exa- 
men , et nous nous engageons à leur en communiquer la 
solution. 
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sera le pôle, et SA l'axe polaire. En menant les droites 
SMQ , SM' K , on aura donc 

SM = p, DSM=:w. 
Cela posé , en menant AK , on aura 

Âk' == 2 ô' — 2 ô» cos ASK. 
Comme SM' = SM =: p , on déduira du triangle OSM', 
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OM ou r' = «' -4- p' — 2 «p cos ASK ; 



d*où l'on tire 



cos ASK = —!^ 



2n 



P 



En substituant cette valeur dans Texpression de AK\ on 
aura facilement 

V ao 



AK 



Si Ton mène IR et que Ton fasse AIR = a, le rayon lA 
étant R, il est clair que Ton aura 

^ ' 2 2R 2RV ap 

les arcs AR et AQ étant des arcs de même longueur ap- 
partenant à des cercles dont les rayons sont R et fe; en 
appelant a et w les nombres de degrés de ces arcs, il est 
c'iairque ces nombres sont en raison inverse de ces rayons, 
et que Ton a 

a : « : : ^ : r; 

d'où Ton déduit 

b OL b 

a = --.&) cl — = — -.M. 
R 2 2R 



En substituant cette valeur de - dans l'équation (i), ou 
aura eniin , pour Téquation du lieu demandé , 

. / b \ b /';^Jri;r^py- 

\2R / 2RV ftp 
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2. Puisque la transformée est ét^idemment indépen» 
dante de la longueur b de la génératrice du cône, corn-- 
ment se fait-'il que cette quantité se trouvée dans son 
équation P 

b se trouve, dans Téquation , toujours divisé par R; or 
on a 

Y =sinASI, ou - =cosecASl, 
o R 

et il est clair que l'on pouvait prévoir à priori que l'équa- 
tion de la transformée dépendrait de l'angle ASI, généra- 
teur du cône. En représentant- par/:/, l'équation devient 

") ..(ç)=sv^ïHEEg. 

3. Disposer comme on voudra des constantes a^ r 
et fjL , pour simplifier l'équation de la transformée. 

En développant , il vient 

r' — «' — p'4- nap 
sin ■ • ■ — • ' ' ^ ^ 



^»(ç)=^\/^^^^ 



et il est clair qu'en faisant r = a^ et ensuite a = i , ce- 
qui donne 

,3, .„(ç)=e^/S3, 

on aura une des équations les plus simples que Ton puisse 
déduire de l'équation générale. Comme ii représente la 
cosécanle de Tangle générateur du cône, on ne peut pas 
supposer que l'on ait /ix = i, mais on peut faire fjL= a^ 
et alors , en supprimant le facteur p , commun aux deux 
termes de la fraction qui est sous le radical , il vient 

(4) sin w = V2 — p- 

4. Que/le est la signification géométriqiu; des hypo- 
thèses a = r=z i et u.=^ '2? 
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Faire a = /*, c'est supposer que la courbe soit décrîlr 
sur la surface du cône d'un point O comme centre, avec 
un rayon égal à la distance de ce point au sommet da 
cône. Comme Tunité était complètement arbitraire jus- 
qu'ici , faire « = i , c'est prendre pour unité la distance 
du point O au sommet du cône, en sorte que cette der- 
nière hypothèse ne change rien aux données géométri- 
ques 5 elle ne fait que simplifier Téquation. Puisque Ton 

a - = a, faire u = 2 , c'est supposer - = 2ou6=2R, 

ce qui change le cône donné en un cône équilatéral. 11 es! 
visible encore que de Tensemble de ces hypothèses , il ré- 
sulte que la courbe DM'iN' peut être considérée comme 
l'intersection de la surface d'un cône équilatéral , et de 
celle d'une sphère passant par son sommet et dont le 
centre serait sur la surface du cône, et que Téquation (4) 
est celle de la transformée de cette intersection, en sup- 
posant que la longueur du rayon de la sphère soit prise 
pour unité. 

5. A^t'On le droit de supprimer sans aucun examen 
le facteur p commun aux deux termes de la fraction qui 
est sous le radical dans l'équation (3) ? 

En faisant disparaître le radical et le dénominateur de 
Téquation (3) , on peut s'assurer que p = o satisfait à l'é- 
quation ] dans ce cas, on n'a pas le droit di; supprimer un 
tel facteur avant de s'être assuré qu'il ne représente rien. 
Or, dans la question présente, le point isolé silué au pôle, 
représenté par p = o , est un point convenable, puiscjue 
la sphère passe par le sommet du cône; on aurait donc 
tort de supprimer le facteur p sans en tenir (!omptc. 

6, Discuter la courbe sin w = \^2 — p. 
On a déduit 

;5) .c =3 2 — sin'w. 
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Avec les hypollièscs présentes, le cône étant é({uilatiMal , 
sa surface développée sera un demi -cercle, lel que AlVA' 
ifig. 2), dont le rayon sera SA, génératrice du cône, 
tandis que la transformée sera une courbe telle que DND', 
qu*îl s'agit de discuter. 

En faisant w = o dans Téquation (5) , il vient 

sin w = o et p = 2. 

Va\ prenant SD = '2, c'est-à-dire SD = 2SO, le point I) 
sera un des points du lieu \ co croissant, sin' o) croit , tandis 
que p décroît sans cesse, jusqu'à ce que l'on ait co = 90**, 
qui donne p = i . En élevant SN perpendiculaire sur SA , 
et prenant SN = SO = i , N sera un des points du lieu , 
et l'on aura ainsi obtenu la partie DMN de la courbe. 

Cl) continuant de croître jusqu'à 180 degrés, on obtien- 
dra une seconde partie NM'D' de la courbe qui sera sy- 
métrique de la première. En donnant à o) des valeurs plus 
grandes que 1 80 degrés , on obtiendrait à la gauche de DD' 
une autre partie de courbe D'LD, symétrique de DND' ; 
mais si l'on ne veut construire que la transformée de 
l'intersection du cône et de la sphère, la partie DND' 
suffira. 

7. Pourraù'On interpréter géométriquement la partie 
D'LD de la courbe? 

Pour cela, il suffit de remarquer que, si l'on avait un 
cercle AB'A'B" (Jig* 2), dont la surface serait coupée 
selon le rayon AS, et qu'ensuite on enroulât cette surface 
sur un cône équilatéral , on aurait une double surface co- 
nique qui serait coupée par la sphère précédente , selon 
une courbe dont la transformée aurait pour équation 

p = 2 — sin' Ci), 

et qui serait représentée par la courbe complète DND'LD. 

En continuant de donner à o) des valeurs croissantes 

depuis c«) = 360** jusqu^à o) = 00 , on obtiendrait une 
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série de courbes égaies à DND'L, et qui se recouvrîraieut 
exactement*, ces courbes supposées pourraient être consi- 
dérées comme la transformée de Tintersection d*un cône 
équilatcral formé d^une surface continue , qui ferait une 
infinité de circonvolutions sur elle-même, avec Une 
sphère passant par son sommet , et dont le centre serait 
sur la surface conique. 

8. Pouvait-on préi^oir à priori que la perpendiculaire 
à l'axe polaire , passant par le pôle , rencontrerait la 
courbe à une distance égale à l'unité? 

Puisque le cône est équilaléral , si l'on mène ON' pa- 
rallèle à AB {Jig> 2) , on aura ON' = OS = i ^ la sphère 
dont le centre est en O, et dont le rayon est Tunité, pas- 
sera donc par le point N', ainsi que la section qu'elle dé- 
termine sur la surface du cône. Or, dans le développement 
de la surface du cône , il est visible que la génératrice SN ', 
opposée à SO , se placera sur une perpendiculaire à SO 
passant par S] comme la distance de N' à S ne change 
pas pendant le développement , le point N' se trouvera 
sur cette perpendiculaire en N , à une distance égale à 
Tunité. Ce qu'il fallait faire voir. 

9. Discussion de la tangente. 

En appelant V Tangle SMT que la tangente en M forme 
avec le rayon passant par le point de contact , on sait que 
Ton a 

Or on a 

p = a — sin' w, p -f- X = 2 — sin^ (w n- //) ; 
d'où l'on déduit successivement 

k = [sin » -f- sin (w 4- h)] [sin w — sin (w -f- h)] , 

k = asin f w-h-j ces ( — -) .acos (w -f--| sin ( ) , 
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- = - «s.n {. + -) cos (^-j .cos (^0. + -) -^., 

lim. I - J = — 2sin&> cosw. 

Oïl aura donc 

sin"w — 2 
tang V = 



2sin &> cos6> 

— 2 



Au point D on a « =: o, et par suite tang V = 



o 

en ce point, la tangente est donc perpendiculaire sur le 
rayon SD. o) croissant , le numérateur de tang V est néga- 
tif, le dénominateur est positif; la tangente de Tangle V 
est donc négative, en sorte que l'angle SMT est obtus de- 
puis le point D jusqu'au point N exclusivement. Pour ce 
dernier point , on a 

&) = go** et tang V = 

Au {iioint N , la tangente est donc encore perpendiculaire 
sur le rayon SN, c'est-à-dire qu'en ce point elle est pa- 
rallèle à Taxe polaire. 

40. Ya-t'il d'autres points de la courbe pour lesquels 
la tangente soit parallèle à l'axe polaire? 

Pour les découvrir, il suffit d'observer qu'en ces points 
Tangle Y est évidemment le supplément de ot), ou que 

Ton a 

tangV = — tang w. 

En posant donc 
>, sin w 2 — sin'w 

' COS&i 2SU)&)C0S(i) 

les valeurs de w qui satisferont à cette équation indique- 
ront les directions des rayons qui rencontrent la courbe 
aux points où la tangente est parallèle à l'axe polaire. 
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On en déduit 



2 — sm'c» 

sin w = : •» sm 6) 

2 sincu 



=±v4- 



En appelant (3 le plus petit arc positif dont le sinus est 

l/^i il est visible que les points M, M', w', m [fig* îi), 

correspondants à w = (3, w = i8o — j3 , w = i8o -|- jS, 
fi) = 36o — j3 , sont des points où la tangente est parallèle 
à Taxe polaire. D'après ce que Ton connaît de la courbe, 
on voit aussi que ces quatre points , également distants 
de Taxe polaire, sont ceux qui en sont le plus éloignés. 
Si Ton demande la distance commune de ces quatre 
points à l'axe polaire, on a 

MP= psin p = (2 -sin^p) sinp= (2 - |) y/î = 4.y/|, 

quantité plus grande que A. 

H . En cherchant les points auxquels la tangente est 
parallèle à l'axe polaire, comment se fait-il que l'on 
n'ait pas retrouvé les points N, L, qui jouissent de cette 
propriété ? 

C'est parce que, pour résoudre Téquation (6), à la- 
quelle on avait été conduit pour trouver tous les points 
jouissant de cette propriété, on a supprimé, sans eu tenir 

compte, le facteur j ce que Ton n'avait pas le droit 

'^ ces w ^ ^ 

de faire. En effet, pour w = 90°, ce facteur devient iu- 
Uni. Le premier membre de l'équation (6) , qui représente 
tang fji , devient donc infini , ainsi que le second membre, 
qui représente — tang V. Pour co = 90", on a donc 

tang V = — tang w , 

et Ton sait que c'est une condition suffisante pour qu'à 
cette valeur de w il corresponde dans la courbe un point 
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auquel la tangcnlc soit parallèle à Taxe polaire. On voit 
de même qu'il doit correspondre un deuxième point ana- 
logue à 0) = 270**. 

En poursuivant celte discussion, on verrait que la 
courbe présente une inflexion I entre les points N et M; 
en sorte que, de N en I, elle tourne sa convexité vers 
l'axe polaire, et sa concavité de I en M , et que le 
point N est un point minimum , et M un point maximum, 
par rapport à ce même axe polaire. 

12. On a dû précédemment (n** 3) que Von ne pou- 
v^ait supposer fx = i dans V équation (3) -, que donnerait- 
elle si Ton y faisait cependant |tx = i ? 

On aurait 



sm - = - 1/ 5^ ^ 



et comme 



. w /l 



— COSW 

sm - = i / 9 



en substituant, élevant au carré et réduisant, il viendra 
enfin 

/5* — 2« COSoJ.p -h fl' — /•' = o. 

En discutant cette équation , on trouvera facilement 
qu'elle représente un cercle dont le centre est sur l'axe 
polaire, à une distance du pôle représentée par a, et 
dont le rayon est r. 

13. Peut-on interpréter géométriquement ce résultat? 

Pour cela il suffit d'observer que, 11 étant la cosécante 
de Tangle générateur du cône, à mesure que [i approche 
de l'unité, cet angle augmente et approche de 90 degrés, 
valeur qu'il atteint pour |ul == i . Or il est visible qu'à celte 
limite la surface du cône est devenue un plan, que la 
courbe DM'N' (Jig. i) est un cercle de rayon r, dont le 
centre est en O , distant de s d'une quantité a , et qu'enfin 

Afin, de Maihémat. , i. VHL. (Janvier 1S49 ) ^ 
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cette courbe doit être identique avec sa transformée; ce 
qui est conforme à ce que l'on a trouvé par l'analyse. 

14. En considérant le plan de la base du cône comme 
un plan horizontal y et le plan SAB comme un plan ver- 
tical y troui^er les équations des projections horizontales 
et "Verticales de la courbe DM'N' <qfa n** i . 

Cette question peut être considérée comme un noui^eau 
problème ainsi conçu : 

Un cône droit circulait^ est coupé par une sphère de 
rayon rdont le centre est situé sur la surface du cône ; 
on projette V intersection de ces deux surfaces , i^ sur le 
plan de la base du cône ; 2" sur le plan des deux géné- 
ratrices opposées passant par le centre de la sphère , et 
Von demande les équations de ces deux projections. 

Nous emploierons les mêmes données que précédem- 
ment, et, en outre, nous appellerons h la hauteur SI 
du conc ( fig. 3). M' étant un point quelconque de l'inter- 
section des deux surfaces, si Ton mène la génératrice 
SM'K , le rayon IK et la droite M' m parallèle à l'axe SI, 
il est clair que le point m est un des points de la projec- 
tion horizontale dont il faut trouver l'équation. Pour cela , 
nous prendrons des coordonnées polaires dont lA sera 
l'axe et I le pôle; en sorte que l'on aura 

\m = p 9 AIK = b) . 

Cela posé , comme \m est la projection de SM'sur le plan 
horizontal , en appelant a l'angle générateur du cône , on 

a successivement 

b 
\m ou p = SM' sin a , IK ou R = ô sin a et SM' = p ^ • 

En joignant OM' dans le triangle OSM', on aura 

OM'^ = SO^ H- SM'' — 2SO . SM' . cos OSM\ 
ou 

in\ ,1 =3 „» 4. L^ a ces OSM'. 

^ R» R '^ 
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Si 1 on conçoit une sphère de rayon i ayanl son centre 
en S, les trois plans ISK, ISA, KSA détermineront sur 
sa surface un triangle sphérique dont deux côtés seront 
chacun la mesure de Tangle a générateur du cône , dont 
le troisième côté sera la mesure de Tangle OSM', et dont 
Tangle opposé à ce dernier côté sera visiblement Tangle w. 
Par une formule connue , on aura donc 

ces OSM' =: ces' a -f- sin' a cos w. 



.. . R , //>'— R' h ., . 

Comme sin a =: -r- , cos a = i/ — j- — = - , il vient 

^om,i /'' -+- R* cos 0» 
cos OSM' = .- 

En substituant cette valeur dans Tcquation (7) , il viendra, 
toute réduction faite, 

,0, , 2«R /7i'-HR'cos«\ ,, ,.R' 

Telle sera Téquation de la projection horizontale de Tin- 

tersection des deux surfaces. 

Pour trouver l'équation de la projection verticale , nous 

conserverons les mêmes données que précédemment, et 

nous observerons que si l'on abaisse M' m' perpendiculaire 

sur le plan ASB , le lieu des points tel que m' est celui dont 

il faut trouver l'équation. Pour cela, nous prendrons SO 

pour axe polaire, le pôle étant en S, en sorte que l'on 

aura 

Sm' = p, OSM' = «. 

On voit ensuite que l'on a 

S/Il' = SM' cos m'SM' , 
d'où 

^^' = ^^^ItP ' 

cos nt SM 

on a aussi 

(m =SM*-|-SÔ'— aSM'.SO.cosOSM', 

'2^ 
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d'où 




(9) 


6^ a^o.cosOSM' 


cos'/w'SîVr cosm'SM' 



Si, comme précédemment , on conçoit une sphère de 
rayon i dont le centre soit en S ^ les plans des trois angles 
OSM', m'SM', OSM' détermineront sur sa surface un 
triangle sphérique dont un côté sera la mesure de Tan- 
gle ot), le second la mesure de l'angle m'SM', et le iroî- 
sième la mesure de Tangle OSM^ L'angle du triangle 
sphérique opposé à ce dernier côté sera évidemment 
droit, puisque le plan SM'm' qui passe par M' m' est per- 
pendiculaire sur le plan OSm'. On aura donc , par un 
théorème connu , 

c'os OSM' = ces w ces m'SM' ; 
d'où 

CCS OSM' 



cos/w'SM' 



-= OOSw. 



Cette môme sphère, dont le centre est en S, déterminera 
un second triangle sphérique dont les côtés seront les me- 
sures des angles m' SI = a — w, m'SM' et a. L'angle de 
ce triangle sphérique opposé au côté a étant droit, pour 
la me^me raison que précédemment , on aura 

CCS a = cos m' SM' ces (a — o) ; 
d'où 

#«m.# ces a 
COS rn' SM' ~ ; . 

ces (a — w ) 

En substituant ces valeurs dans l'équation (9) , on aura 

p'^ . cos' (a — w ) 

/• =r ■ -1-/1» — 7.aù cos w. 

ces' a ' 

En développant cos [a — a;) , on en déduira facilement 
( p cos w -h tang a . fi sin w )' — ?. ao cos w ~H ^•' — r - = o. 
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Telle sera réquation de la projection verticale de Tioter- 
section des deux surfaces. Si l'on passe aux coordonnées- 
reclilignes rectangulaires, elle deviendra 

(lo) (x -t- tang a .^)' — aax-h/i' — r' = o* 

La projection verticale est donc une courbe du second 
degré; on voit même que c'est une parabole, puisque 
les termes du second degré forment un carré parfait par 
rapport aux variables. M. Binet a démontré que , lorsque 
deux surfaces du second ordre ont un plan principal 
commun, leur intersection se projette toujours sur ce 
plan principal suivant une courbe du second degré. Le 
plan ASB pouvant visiblement être considéré comme un 
plan principal commun à nos deux surfaces, on pouvait 
prévoir, d'après le théorème de M. Binet, que leur inter- 
section se projetterait dans ce plan selon une courbe du 
second degré. 

15. Faire subir aux équations des deux projections 
les simplifications du n° 3. 

Si Ton introduit dans (8) l'hypothèse a = r = i et 

?-= -, comme A* = 6« — R* = 4R* — R' = 3R% ^é- 
o a 

quation de la projection verticale sera 

(3 4- CCS w ) 
P ^ ? = o, 

qui se décompose en 

3 -h CCS w 

p = o, p =: V 

L'équation p = o représente un point isolé situé au 
pôle 1 , ce qui est convenable. Quant à la courbe 

3 -+- cos w 11* 1 j' . • JL 

p = 7 , nous la laissons a discuter, ce qui ne pré- 

sente pas de difficulté. 

Si Ton fait «= /•= i dans l'équation (lo) de la pro- 
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jection verticale , elle deviendra d'abord 

[x -h lang oLxY — 2 x =z o ; 

R. I 
et, comme avec Thypothèse s- = -' on a évidemment 



6 2 

2 2 



sin a = -5 ces a = -^t tang a = /^r • 



Dans ce cas particulier, Téquation de la projection ver- 
ticale sera 



V-^ji) -^' = «- 



En discutant cette courbe dans sa véritable position, 
on trouve que c'est une parabole DNS {fig- a) qui passe 
par les points D, N', S; qu'en ce dernier point elle est 
tangente à SB' perpendiculaire sur SA ; que son axe est 
parallèle k AB, et que son foyer est situe sur la géné- 
ratrice SB (*). 



THÉORÈME SUR US SURFACES GOURRES ALGËRRIQUES ; 

Par m. LEBESGUE. 



Si, autour d'un point fixe, on fait tourner une trans- 
versale , qui rencontre une surface géométrique en autant 

(*) 1°. Le théorème cité de M. Binet est évident; prenant le plan prin- 
cipal commun pour plan des xy , les équations des surfaces sont 

P et Q sont des fonctions en x , / du second degré : donc P — Q = o est l'é- 
quation de la projection de l'intersection sur le plan principal commun. 

a®. La courbe représentée par Téquation \p=:3-h cosw est une podaire, 
c'est-à-dire la projection d'un point sur les tanpcnles à une conique 
(t. IV, p. ',2fi). Tu. 
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de points A , B, etc. , qu'elle a de dimensions, et qu*on prenne 
sur cette transversale , dans chacune de ses positions , un 
point M tel que la valeur inverse de sa distance au point 
fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses 
des distances des points A, B, etc., à ce point fixe, le point 
M aura pour lieu géométrique un plan. 

On voit, dans V Aperçu historique de M. Chasles, que 
Cotes a énoncé le théorème pour les courbes algébriques, 
ou, comme on dit, géométriques. 

La démonstration se donne en peu de mots, même 
pour le cas des surfaces. 

Soit 

(i) A4-(Rr-4-C^-f-D«)-h...-h(...-hPx"-hQ/"-+-R2")= o 

réquation d'une surface géométrique du n'*"*' degré ou de 
n dimensions. Prenons d'abord pour point fixe Torigine, 
et menons la transversale x = pz^f=qz'^ Téquation (i) 
donnera de suite, en substituant et divisant par z", 

(.) (i)v(9e±^) (i)"-V...+(...P;>--^Qr4-R)=o, 

et si l'on représente par z,, z,,..., z„ les n valeurs de z^ 
on aura 

Si l'on représente par X, Y, Z les coordonnées du point 
M, et par r^^ r^^...^ r,, les distances à l'origine des points 
d*intersectîon de la surface et de la transversale , et enfin 
par R la distance de M à l'origine, l'équation indiquée 
par l'énoncé 

II I /i 



r, r, r„ R 

donne de suilo 

II i fi 

- H 1- ... 4- - ~ - : 
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puisque Ton a 

r, = ï, \/i -4- /?' -h 9Î H- . . . = Z, ^ , 

et ainsi des autres. La suppression d'un facteur conoimun 
donne donc 



n 



2 



' _ B/? -h C<7 4- D n 

_ — ? 
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I 
ou bien 

B//Z 4- O/Z 4- DZ -h /îA ~ o, 
et comme Ton a 

X = pZ, Y = 7Z , 
on aura eniin 

(3) BX 4- CY -h DZ -h /lA =r o , 

équation d'un plan. 

Si le point fixe n'est pas à rorigiiie, et que ses coor- 
données soient a, /^, c, on prendra ce point pour origine 
de nouveaux axes parallèles aux premiers , en posant 

x = û4-j:', 7 = 64-7', 2 = c4-2'; 
et si Téquation (i) est /'(x, r, z) = 0^ elle deviendra 

/{x' 4- rr, y 4-6, z' -h c) z=z o, 

ou bien, en développant, 
Le lieu cherché sera donc 

ou, en repassant aux premiers axes, 

(4) ( X - a) -^ + ( Y - i) ^{+ ; Z - c) '^^ + «/(a, /,, c) = o . 



11 est à remarquer que cette équation serait celle du plan 
langent si Ton avait /(a, &, c) = o, ou si le point fixe 
était sur la surface. 
iB I Si , dans Téquation ( i ) , on remplace x^ y^ z par 

-5 -9 -» elle devient homogène et peut se mettre sous la 

u u U " r 

forme 

df df df df 

alors l'équation (4) devient 

m X 'V, Y df df df _ 

^ ' da do de du 

(Foyez à ce sujet les Noui^elles Annales, t. VII, p. 5.) 
Pour n = 2 , ou le cas des surfaces du second degré , 

Téquation (4) n'est autre que le plan polaire du pôle 
)r- (a, i, c). Il paraît assez naturel de prendre ce théorème 

ue pour point de départ de la théorie des pôles et polaires , 

ainsi que l'a fait M. Terquem dans ses relations d'identité. 

^ ï I 2 . , I I 1 1 

Comme — | — = - revient a - = - , ou 

r, r, R /*! R R r, 

bien encore à 

R — r, rj — R 



■•) 



/••, 



on reconnaît que les cordes issues du point fixe sont di- 
visées harmoniquement par le point fixe et par le point M. 

Voici une autre propriété du plan polaire pour les sur- 
faces du second degré. 

Par un point fixe , prenons trois transversales coupant 
la surface, la première aux points a , a', la deuxième aux 
points j3 , |S', la troisième aux points y , y'. Les trois trans- 
versales n'étant point dans un même plan , si l'on cherche 
les intersections des plans a|3y, a'jS'y'-, ajS'/, a'/Sy; 
^«7, ^'ay; ya'^\ y'oc^-, a^y', a'f^'y; ayf:j' , oc^y'f^, 



/ 
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jSyiz\ t^'y'oL^ on vrrra qu'ils se croisent quatre a quatre 
sur le plan polaire. 

Prenons, en eilct, les trois transversales pour les axes, 
et soient j:i,o, o; j:, ,o, n les coordonnées des points 
a, £c'; de mùme, o,yi, o; o,jr, , o les coordonnées drs 
points /3, |3'-, et enfin o, o, Zx\ o, o, z^ les coordonnées j 
des points y, y\ Les plans oifj'y\ a'^y auront pour équa- 
tions 

X Y Z X >' S 

■r, X- *3 Xi y, s, 

Ajoutant membre à membre 

\x, j:,/ \r, /,/ V», a,/ 

ce plan contiendra Tintersection des deux premiers; or, 
d'après Téquation 

A -h Bx -h C j -h Ds H- . . . = o , 

on a 

I i_ B I '_^' 1 I— _?. 

jf, T, "~ A ' y, Yi ~" A Si *i A 

(le là 

Bx -H Cj -h 1)5 -H ?. A = o, 

é({uaii()n du pian polaire, l.f's autres systèmes a^y, 
a'ji'y', cU'., donnent le munie résultat. 

Pour trois transversales qui ne passeraient pas par 
l'origine, on poserait 

X =: rt -h mx -H /?>■' -h l*z\ > = 6 -H wiV -h n'y* -h /l's', 

pour rnitrer dans le pirmiei* cas. 

Alors réqtiatioii delà suil'aee He\ien(lrail 

V,4- Bix' -h C,r' -+- l>i«' -H« ■ •= ^> 



t 

f 

t 



et le lieu des points de croisement 

(6) B, jt' -f- C,/ -f- D, «' -H 2 A, = o , 

et comme le développement de 

c -+- /îi'v -h /l'y -+-y«) = o 

do 



»nne 



B, =r /« -f -I- m'-^ 4- w" :7 . 
aa do de 

t., — /i-j — H/î-7r-+-/j -71 

a<7 do de 

^'- ^ Ta-^ P Tb^ P de' 
réquation (6) deviendra 

-t- ^(m'V + «V + />"»') 4- 3./(fl, *, c) = o, 
ou encore 

équation du plan polaire. 

Ces propositions sur le plan polaire sont le fondement 
des autres, que notre but n'est pas d'exposer 5 nous nous 
contenterons d'ajouter que la méthode des homogènes , 
citée plus haut , simplifie la théorie analytique des polaires 
réciproques. C'est ce que nous verrons sans doute dans la 
suite de l'article de M. Terquem (t. VII, p. 5 et 4io)- 
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DES QUANTITÉS NÉGATIVES. 

Usage que Ton fait eo algèbre des signes + et — ; règles it% lipts 
do calcol algébrique; utilité des cooYentioBS relatives ai ealod im 
quantités négatives; 

Par m. El. GUILLON, 

Maître surveillant à l'École Normale. 



La résolution des problèmes dépend de celle des équa- 
tions, et la résolution des équations exige que Ton sache 
e/recluer sur les polynômes (parmi lesquels nous com- 
prendrons toujours les monômes) les transformations on 
opérations qui constituent le calcul algébrique. 

On appelle polynôme un assemblage de quantités réu- 
nies entre elles par les signes -f- et — . Chacune de ces 
quantités, prise avec son signe, s'appelle un ternie di0 
polynôme j nous appellerons termes positifs ceux qui ont 
le signe -h , et termes négatifs ceux qui ont le signe — (*). 
Nous parlerons aussi de valeur absolue d'un terme ^ nous 
entendrons par In la valeur de ce terme, abstraction faite 
de son signe. Pour plus de simplicité dans les énoncés que 
nous aurons à donner, nous comprendrons la première 
quantité quand elle n'aura pas de signe, parmi celles qui 
sont précédées du signe -f-. 

11 semble tout naturel de regarder un polynôme, tel que 
a — h -\- c — (l. , , y comme représentant un nombre ou 
une quantité qui doit être obtenue en retranchant b de a, 
puis en ajoutant c au résultat, etc. *, mais alors il faudrait, 
pour qu'un polynôme représentât une quantité , que 



' *j Nous» donnons pour un moment cette cictinition qu'il sera nécessaire 



C) 



•le modifier plus t.ird 
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l'oitlre des termes fût tel , qu'on ne rencontrât pas de sous- 
traction impossible*, car, autrement, ce polynôme ne re- 
présenterait rien. Or il serait très-gènant, et sans aucune 
utilité, de s'astreindre à écrire les termes d'un polynôme 
lans un ordre plutôt que dans tout autre. Ce qu'il importe 
le considérer dans un polynôme , ce n'est pas l'ordre de 
SCS termes, mais sa valeur ; on appelle ainsi la difFérence 
entre la somme des valeurs absolues de ses termes positifs 
et la somme des valeurs absolues de ses termes négatifs. 
Ainsi, dans un polynôme, les soustractions indiquées 
peuvent être impossibles , et même un polynôme peut 
commencer par un ou plusieurs termes négatifs. Si nous 
ajoutons que l'on fait usage en algèbre , pour les avantages 
qu'il en résulte, de polynômes dans lesquels la somme des 
valeurs ■ absolues des termes positifs est moindre que la 
somme des valeurs absolues des termes négatifs-, que ce 
qu'il y a à considérer dans de pareils polynômes , c'est leur 
valeur négative , ou la différence entre les deux sommes 
dont il s'agit précédée du signe — ; alors nous serons con- 
duits à dire qu'au lieu de regarder dans un polynôme les 
signes -f- et — comme indiquant des additions et des 
soustractions à effectuer, il est préférable de les regarder 
comme servant à partager les termes en deux classes, dont 
chacune fournit l'une des deux sommes desquelles dépend 
le nombre réel ou fictif, ou, comme on dit, positif ou 
négatif, que nous avons appelé la valeur du poly- 
nôme. 

La question suivante, extrêmement simple, servira à 
ëclaircir ce qui précède : 

Un banquier a payé différentes sommes, et il en a 
reçu d^ autres : on demande la somme que définitiv'ement 
il a déboursée. 

Il est bien clair que cette somme n'est autre chose 
mie la valeur , telle que nous l'avons définie , du poly- 
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iiôme dont les Kn'incs positifs ont pour valeurs absolna 
l(>s somnuîs payées, et dont les termes négatifs ont pov 
valeurs absolues les sommes reçues. C'est de cette ti- 
leur seulement qu'on doit s'occuper, et nullement de Tor- 
dre dans Iec|uel on écrit les termes du polynôme. 

Dans la question précédente on ne pouvait demander 
quelle était la somme que le banquier avait défini tiveniCBl 
déboursée , qu'en supposant que le banquier avait dé- 
boursé plus qu il n*avait reçu ^ silccontraire avaiteulka, 
on aurait (;u à se demander quelle était définitivement la 
somme reçue, ('eite somme n'eut été autre chose que b 
valeur du polynôme dont les termes positifs auraient a 
pour valeurs absolues les sommes iTçucs , et dont In 
termes négatifs auraient eu pour valeurs absolues kf 
sommes payées. Ce polynôme aurait pu s^obtenir au mojai 
de celui que Ton a été conduit à considérer dans ]*aatit 
problème, en <'bangeant dans ce dernier polynôme les sî- 
grK's de tous s(;s t(4*mes. Si Tun des deux problèmes est pos- 
sible, Tautre no. Test pas ; si Tim des polynômes a une 
valeur, l'autre n'en a pas. Si Ton veut s^exprimer de h 
manière que nous a\ons fait connaitit; , on dira : Si Tna 
des polynômes est positif, Tautre est négatif. Ce que non 
voulons surtout faire remarquer ici , c'est que , si lepolj- 
nôme dont la valeur ferait (connaître la somme cherchëc, 
dans le cas où il s(M*ait positif, se trouve être négatif, sa 
valeur est just(^ é^ale absolument et de signe contraire 
à c^'lle du p(Jynôme qu'on aurait du écrire ; d'où résultf 
([u\m aurait pu se borner à considérer Tun de ces deui 
polynômes, et Ton eut connu parle signe de sa valeur et 
par sa valeur absolue , i" quelle était celle des deux ques- 
tions qui était possible; '.i'^ quel était le résultat cherché. 
La question qu'on s'était proposée est possible, si le poly- 
nôme; qu'elle conduit à considérer est positif, et sa valeur 
lait ronnaîlie la somnu' eheichée. La question qu'on se- 
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ifrlait proposée est impossible, et c'est l'autre qui est pos- 
4 sible, si le polynôme cousidéré est négatif; et, en suppri- 
i^ mant le signe de sa valeur, on obtiendra le résultat que 
•. l'on devait chercher. 

On aurait pu proposer une question plus générale que 
chacune des deux précédentes et qui les aurait comprises 
toutes deux : on aurait pu demander, non pas quelle était la 
b* somme définitivement déboursée ou reçue, mais quelle 
était la variation survenue dans la somme possédée par le 
banquier. Cette variation eût été, pour un ensemble de 
cas particuliers, la valeur d'un certain polynôme, et, pour 
d'autres cas , la valeur du polynôme de signes contraires. 
Quand on résout des problèmes généralement , il arrive 
fouvent, (Jérnime dans Texemplc ci-dessus, que pour un 
ensemble de cas particuliers on est conduit à considérer 
T certains polynômes , et ces polynômes changés de signes 
tt pour d'autres cas particuliers. On peut alors ne considérer 
r qu^une seule espèce de polynômes , et déduire des résul- 
!' <I||||| des calculs eiTectués comme ils devraient Tétre si ces 
9 polynômes étaient positifs , les solutions qui conviennent 
aux cas où ils sont négatifs. Ce qui constitue le calcid al- 
gébrique, c'est non-seulement l'ensemble des règles au 
moyen desquelles on peut trouver un polynôme qui soit 
en réalité, par rapport à des polynômes positifs, une 
somme, une diilérence, etc. , mais encore TensemMe des 
règles à Taide desquelles on peut , au moyen des résultats 
d*opérations efîectuées sur certains polynômes, obtenir 
ceux qui fourniraient d'autres polynômes qui se dédui- 
raient des premiers, soit par le changement des signes 
de tous leurs termes , soit encore par d'autres changements 
dont il sera question bientôt. On conçoit qu'il y aura de 
Futilité à soumettre les polynômes négatifs aux mêmes 
calculs que les polynômes positifs, si , des résultats aux- 
€|ucls on sera conduil, on peut facilement déduire ceux qw 
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Yoii a besoin de connailre. C'est, comme nous le verrons , 
ce qui a lieu eirectivement. 

Avant d'apprendre à ellecluer des opérations sur les 
polynômes, il importe de faire connaître quelques pro- 
priétés de leurs valeurs. De la définition que nous avons 
donnée, résulte que la val(!ur d'un polynôme n'est pas al- 
térée quand on augmente ou qu'on diminue d^un même 
nombre deux termes, dont l'un est positif et l'autre né- 
gatif; par suite, on peut , sans altérer la valeur d*un poly- 
nôme, supprimer un terme, positif ou négatif, pourvu 
qu'on diminue la valeur absolue d'un terme n<5gatif ou 
positif de la valeur absolue du premier. Ainsi les deux 
termes -f- 7 et — 4 pourront être remplacés par le terme 
-f- 3-, les deux termes — 7 et -h 4 pourraient être rem- 
placés par le terme — 3 . 

Plus généralement , tant de termes d*un polynôme qu'oo 
voudra peuvent être remplacés par un seul , qui est la dif- 
férence entre la somme des valeurs absolue des termes po- 
sitifs et la somme des valeurs absolues des termes négatifc, 
cette différence étant précédée du signe des termes qui ont 
fourni la plus grande somme. 

Nous passons actuellement à Texposé des règles à suivre 
pour effectuer les opérations algébriques. On a donné à 
ces opérations les noms A^ addition y soustraction , etc., 
parce que les résultats qu'elles fournissent, lorsque l'on 
ne considère que des polynômes positifs , sont analogues 
îi ceux que l'on obtient par les opérations de l'arithmé- 
tique. 

De r addition. 

On appelle somme de plusieurs polynômes positijs, 
un autre polynôme qui a pour valeur la somme des va- 
leurs des premiers. 

Il est facile de déduire de cette définition la règle 
suivante : 
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Pour obtenir la somme de plusieurs polynômes positifs, 
il suffit de les écrire les uns à la suite des autres, eu con- 
servant à chaque terme son signe. Il faut se rappeler que 
le premier terme d'un polynôme, quand il n'a pas de 
signe , est rangé parmi ceux qui ont le signe -+-. 

Cette règle on Télend , soit à l'addition de polynômes 
dont les uns sont positifs et les autres négatifs, soit à Tad- 
dition de polynômes tous négatifs •, c'est-à-dire que Ton 
convient de regarder dans tous les cas comme la somme 
de plusieurs polynômes , im autre polynôme déduit de 
ceux-ci selon la règle énoncée. 

Il résulte évidemment de celle convention et des remar- 
ques que uous avons faites sur la valeur d'un polynôme, 
qu^un polynôme qui est la somme de plusieurs autres, 
parmi lesquels il s'en trouve de négatifs , a pour valeur la 
diilerence entre la somme des valeurs absolues de ceux qui 
sont positifs et la somme de^ valeurs absolues de ceux qui 
sont négatifs , cette dinérence étant précédée du signe des 
polynômes qui ont fourni la plus grande somme. Si les 
polynômes ajoutés étaient tous négatifs, on trouverait pour 
leur somme un polynôme négatif, dont la valeur absolue 
serait la somme des valeurs absolues des polynônu's 
ajoutés. 

De la soustraction. 

J-a soustraction a pour but, étant donnés la somme de 
deux polynômes et Tun de ceux-ci , de trouver Tautre. Ou 
donne au résultat de celle opération le même nom qu'en 
arithmétique. 

On obtiendra un polynôme qui soit la dîflérence de 
deux autres, en écrivant à la suite du polynôme dont 
on veut soustraire, le polvnôme à soustraire, après avoir 
changé les signes de tous les termes de ce dernier. Il est 
<*laîr, en eifet, qu<s si au résultat ainsi obtenu, on ajoutr 
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le polynôme soustrait , on obtiendra le polynôme dont on 
soustrait. On peut remarquer que , soustraire un poly- 
nôme , revient à ajouter le polynôme de signes contraires, 
et , comme Ton sait , les résultats auxquels conduit Taddi- 
tion, cette remarque permettra de dire ceux auxqueb 
conduit la soustraction. 

De la multiplication, 

La multiplication a pour but, deux polynômes étant 
donnés , d'en trouver un troisième qui soit le produit des 
deux premiers. On appelle produit de deux polynômes 
positifs un autre polynôme dont la valeur soit le produit 
des valeurs des deux premiers. 

Soit d'abord proposé de trouver le produit d*un binôme 
a -f- i ou a — b par un monôme m\ que m soit entier, 
fractionnaire ou incommensurable , il est facile de voir 
que le produit est am-^bm dans le premier cas, et 
am — bm dans le second. 

Soit actuellement proposé de multiplier un polynôme 
positif a — b — c -\- d — e par un monôme m ; le produit 
s'obtiendra en multipliant dans ce polynôme chacun des 
nombres «, i, c, etc., par m. En effet, soit P la valeur 
du polynôme proposé : le produit que nous cherchons doit 
être égal à P/;/ \ mais si Ton représente par P' la valeur 
de Tensemble des termes du polynôme P, à Texception 
d'un seul , — e , de telle façon que P soit égal au binôme 
P' — e, le produit cherché sera égal à (P' — e)m=P'w — em. 
De même , si Ton désigne par P" la valeur de Tensemble 
des termes de P', à l'exception d'un seul , -h //, de façon 
que P' = P" -{- rf, on aura 

P'/// = P"w -h^/w, 

et, par suite, 

P/w =r P"/?7 -♦- dtn — cm. 
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En continuant ainsi , on finira par obtenir la relation 
P/w = am — bm — cm -{- dm — em , 

qui est celle à laquelle nous voulions parvenir. 

Nous nous sommes appuyés, dans la démonstration 
précédente , sur ce que le produit du binôme a — b par m. 
et , par suite , le produit du binôme — h -\- a par m , est 
am — hm , dans le cas où h est plus petit que a. Dès lors, 
pour que celte démonstration ne soit pas en défaut , il est 
nécessaire que les binômes P' — e, P'' -f- <i, etc. , soient 
tous positifs 5 mais c'est ce qui a lieu nécessairement quand 
on suppose, comme nous l'avons fait, que le polynôme 
multiplicande est positif, puisque ces binômes ont tous 
pour valeur celle de ce polynôme. Donc il est toujours 
vrai de dire que le produit d'un polynôme positif 
a — b — c -\- d — e par un monôme positif m s'obtient 
en multipliant dans ce polynôme chacun des nombres 
a, J, etc., par m, ^.:. 

Si l'on remarque qu'on peut , sans altérer la valeur d'un 
produit, changer l'ordre de ses facteurs, on conclura que 
le produit d'un monôme m par un polynôme positif 
a — b — c-i-d — e s'obtiendra en multipliant dans le 
polynôme chacun des nombres a, J,'etc., par m. 

Supposons maintenant qu'on ait à multiplier un poly- 
nôme positif a — b — c -h d — e par un polynôme posi- 
tif /?i — n-\-p — q. Si P représente la valeur du poly- 
nôme multiplicande, le produit cherché sera égal à 
V (m — n-h p — q) = l?m — Vn -i-Vp — P^ ; mais le 
produit Pm s'obtiendra en multipliant dans le multipli- 
cande les valeurs absolues de ses termes par m. Le produit 
P/î s'obtiendra d'une manière analogue, et — Pn ne sera 
autre chose que la valeur de ce produit changé de signe; 
de sorte que , dans l'expression trouvée plus haut du pro- 
duit cherché , on peut remplacer — Pn par le polynôme 
qu'on obtient en multipliant dans le polynôme de signes 
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contraires à ceux du multiplicande, les nombres a^b^ etc., 
par //i. En continuant ainsi , on arrive à cette règle 
générale : 

Les termes du produit de deux polynômes positifs s'ob- 
tiennent , quant à leurs valeurs absolues, en multipliant 
les valeurs absolues des termes du multiplicande par les 
valeurs absolues des termes du multiplicateur; quant à 
leurs signes , ce sont les signes des termes du multipli- 
cande ou les signes contraires, selon que le terme du mul- 
tiplicateur, par la valeur absolue duquel on a multiplié, 
a le signe -h ou le signe — . 

La partie de cette règle relative aux signes des termes 
du produit peut être exprimée autrement; on peut dire : 
Selon que la valeur absolue d'un terme du produit est le 
produit des valeurs absolues de deux termes qui ont le 
même signe ou des signes diflerents, ce terme du produit 
a le signe -h ou le signe — . On énonce souvent cette 
partie de la règle d'une manière abrégée, comme il suit : 

-h par -f- donne -H , 

-h par — donne — , 

— par -h donne —, 

— par — donne -+-. 

De même que nous sommes convenus de regarder 
comme la somme de plusieurs polynômes, parmi lesquek 
il s'en trouve de négatifs, un autre polynôme obtenu au 
moyen des premiers, comme si tous ceux-ci étaient posi- 
tifs, de même nous conviendrons de regarder comme le 
produit de deux polynômes, (|uand Tun d'eux est négatif 
ou qu'ils le sont tous deux, un troisième polynôme déduit 
des premiers, selon la règle énoncée plus haut. Il faudra 
en outre, de même aussi qu'à propos de l'addition , pour 
que Ton puisvse tirer parti de cette nouvelle convention , 
étudier les résultats auxquels elle conduit, dans le but de 
connaître la relation qui existe entre ces résultats et ceux 
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que Ton obtiendrait si les polynômes négatifs étaient renir 
placés par ceux de signes contraires. 

L'étude dont nous parlons se borne à peu près à remar- 
quer que, en acceptant la convention dont il s'agit, un 
produit de deux facteurs change de signe et conserve la 
même valeur absolue, lorsqu'on change les signes de tous 
les termes de Tun de ces facteurs *, de là on déduit que, si 
Ton change les signes des deux facteurs, le produit ne 
change pas du tout. On peut énoncer ce résultat autrement 
et dire que le produit de deux facteurs a pour valeur ab- 
solue le produit des valeurs absolues de ces facteurs , et 
qu'il est positif ou négatif, selon que les deux facteurs 
ont le même signe ou des signes différents. 

On déduit facilement de la que le produit de tant de 
facteurs qu'on veut a pour valeur absolue le produit des 
valeurs absolues des facteurs, qu'il est positif s'il n'y a 
aucun facteur négatif ou s'il y en a un nombre pair, et 
qu'il est négatif dans le cas où le nombre des facteurs né- 
gatifs est impair. 

De la division. 

La division a pour but , étant donnés le prodint de deux 
polynômes et l'un de ceux-ci , de trouver l'autre. 

La division n'étant que l'opéra lion inverse de la multi- 
plication , la règle des signes pour la division est une con- 
séquence immédiate de celle qui est relative à la multi- 
plication. INous nous dispenserons dès lors d'entrer ici 
dans aucun détail. 



Ce que nous avons dit jusqu'à présent permettra, lors- 
qu'on sera arrivé à un résultat par des opérations effec- 
tuées sur des polynômes négatifs , d'en déduire celui qu'on 
aurait obtenu avec des polynômes de signes contraires. 
Ce sont surtout les remarques faites dans la multiplica- 
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tion et celles analogues qu'on aurait pu faire dans la diri- 
sion , qui , pour cet usage > ont des applications. Il est très* 
facile de déduire des résultats fournis par ces deux opéra- 
tions eilectuées sur des polynômes ^ parmi lesquels il s'en 
trouve de négatifs, ceux que Ton aurait obtenus avec des 
polynômes tous positifs, car il ne peut y avoir de diffé- 
rence entre les premiers et les seconds résultats que dans 
les signes, nullement dans les valeurs absolues. 

Quand on résout des problèmes généralement, non- 
seulement il arrive, comme nous Tavons dit, qu'on doit 
considérer à la fois des polynômes et les polynômes de 
signes contraires, mais il arrive aussi très-souvent qu'a- 
près avoii' considéré certains polynômes , et eifectué sur 
eux des transformations telles que des réductions de ter- 
mes semblables, des additions, etc., on doit considérer 
d'autres polynômes qui se déduiraient des premiers parle 
changement de signe d'une ou de plusieurs des lettres qui 
y entrent , et efl'ectuer sur ces nouveaux polynômes les 
mèm(!s calculs que sur les premiers. Dans ce cas, on peut 
aussi se dispenser de recommencer les calculs *, car il suf- 
fira, pour obtenir les résultats correspondants aux nou- 
veaux polynômes, de changer, dans les résultats fournis 
par les premiers, le signe de la quantité ou des quantités 
qui doivent en être changées pour que les premiers poly- 
nômes deviennent égaux aux seconds. Nous entendons 
par changer une lettre de signe, la lettre a par exemple, 
remplacer partout -f- a ou a simplement par — a , et in- 
versement, ou, ce qui revient au même, comme il est 
facile de le vérifier, nous entendons remplacer partout a 
par — a. delà revient encore à changer les signes de tous 
les termes où n entre à des puissances impaires, et à con- 
server ceux de tous les termes qui ne contiennent pas a , 
ou qui le contiennent h des puissances paires. 11 est bon 
i\c remaitjuer que, si deux polynômes ne différent que 
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par le sigoe d^une lettre, ils se réduiront à la même 
expression quand on remplacera cette lettre, dans Tun 
par un certain nombre, et dans Tautre par le même 
nombre , précédé du signe — . 

Occupons-nous de la démonstration de la proposition 
ci-dessus énoncée. Nous examinerons successivement la 
réduction des termes semblables, l'addition et la soustrac- 
tion, la multiplication et enfin la division. 

i". Soient P un polynôme renfermant des termes sem- 
blables , P' ce polynôme réduit ; soient Pi ce que devient P 
(qui est supposé renfermer la lettre a) quand on y change 
a en — «; P', le polynôme Pj réduit : je dis qu*on obtien- 
drait F, en changeant dans F, a en — a. En effet, sup- 
posons qu'il y ait dans P plusieurs termes semblables 
renfermant a à une même puissance paire; en changeant 
dans P a en — a , on obtiendra le polynôme Pi , où tous 
ces termes se retrouveront identiquement , et ils donne- 
ront , par leur réduction , dans P' et dans P', , deux termes 
identiques; mais celui de ces termes qui se trouve dans P' 
ne changera pas si Ton change a en — a dans ce poly- 
nôme, et il fournira, par conséquent, le terme qui doit 
se trouver dans P, . Il résulte de ce raisonnement que tous 
les termes de F, qui renferment a à des puissances paires 
seront fournis par ceux de P' quand on y change a en 
— a. Supposons, en second lieu, qu'il y ait dans P des 
termes semblables renfermant tous a à une même puis- 
sance impaire; en changeant dans P a en — ^, tous ces 
termes changeront de signe, et le terme réduit de P' se 
trouvera, dans F,, changé de signe; mais si Ton change 
dans P' a en — a, le terme réduit dont il s'agit donnera 
celui qui doit se trouver dans F, . On voit par là que tous 
les termes de F, qui renferment a à des puissances im- 
paires seront fournis par ceux de P' quand on y changera 
il en — a. Donc, eu définitive, le polynôme F, n'est autre 
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chose que le polynôme P', quand on a changé dans ce 
dernier a en — a, 

'2^. Soient P, <^ , R , etc. , dilVérents polynômes ^ S leur 
somme , P', Q', R', etc. , ce que deviennent P, Q , R , etc., 
quand ou y change a eu — ^/, S' la somme des nouveau! 
polynômes ; j(^ dis que S' n'est autre chose que ce que de- 
vient S quand on y change a en — a. La proposition se- 
rait évidente, d'après la règle qu'on suit pour trouver la 
somme de plusieurs polynômes , si dans S et S' ne se trou- 
vait elï'ectuée aucune réduction^ mais il résulte de la dé- 
monstration pnW'denle que, s'il en est ainsi avant la ré- 
duction, il en est encore ainsi après. Donc, etc. 

La soustraction revenant à l'addition, nous croyons 
inutile de démontrer la proposition pour le cas où la trans- 
formation opérée serait une soustraction. 

'S^. Soient P et Q deux polynômes, \ leur produit, P' 
et Q' ce que d(îviennent P et Q quand on y change a en 

— a , ^ ' le produit des nouveaux polynômes 5 je dis que 
V nV'st autre chose que ce que devient V quand on y 
change a en — a. Pour démontrer ce résultat, nous con- 
sidérerons dans chafjue facteur deux espèces de termes, 
ceux qui ne renferment pas a ou qui renferment cette 
lettre à des puissances j)aires , et ceux qui renferment a k 
des puissances impaires. JNous désignerons, pour le poly- 
nôme P, Tensemble des premiers ternies par A, et l'en- 
semble des autres par H, de sorte que le premier poly- 
nôiue ne sera autre cliose que A -}- B5 de même, nous 
représenterons le polynôme Q par C H- 1). 11 est clair que 
les polynômes P' et Q' seront représentés , Tun par A — B, 
et l'autre par C — D. Dès lors le produit V sera repré- 
MMité par A(' -h HC ■+- AD -+- RD, et le produit \ ' par 
AC — H(] — Al) -h 1)1). Or. si Ton change dans V, a eu 

— (i, les termes du groupe représenté par AC, ne renfer- 
nianl pas la lettre a, ou la renfermant à des puissances 
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paires, ne changeront pas de signe et donneront le même 
groupe de termes qui se trouve dans \ '. On peut dire la 
naènie chose des termes du groupe BD. Les termes du 
groupe AD renferment a à des puissances impaires et 
changent de signe par le changement de a en — a\ ils 
fourniront donc les termes du groupe — AD, qui se 
trouvent dans ^ '. De même, le groupe -h BC de V four- 
nira le groupe — BC de V. Donc V n'est autre chose 
que ce que devient V quand on y change a en — a. 

S'il s'agissait d'un produit de plus de deux facteurs, la 
proposition serait également vraie, et la démonstration 
précédente serait facile à généraliser. 

4'^ La division n'étant que l'opération inverse de la 
multiplication, il en résulte que la proposition est vraie 
aussi pour un quotient. Toutefois il y a lieu d'examiner le 
cas où la division ne se ferait pas exactement. 

Soient M , iV deux polynômes , Q leur quotient, et R le 
reste de division; soient M', jN' ce que deviennent M, N 
quand on y change a en — « , Q' <^t R' le quotient et le 
reste correspondants à ces nouveaux polynômes : je dis 
([ue Q', R' ne sont autre chose que ce que deviennent 
Q , R quand on y change a en — ^ï. En effet, de la re- 
lation 

M = NQ -H R 
il résulte 

en désignant par Q" et R'' ce que deviennent Q , R quand 
ou y change a en — a\ mais alors Q^' et II'' sont le nou- 
veau quotient et le nouveau reste , c'est-à-dire que ces 
polynômes sont les mêmes que Q' et R'. C. Q. F. D. 
Une puissance n'étant qu'un produit, on doit regarder 
comme démontré que, si deux polynômes se déduisent 
l'un de l'autre par le changement de signe d'une lettre, il 
c»n est de même de leurs puissances de même degré; par 
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les solutions négatives de Tune de ces questions étant dt'^ 
barrassées du signe — , satisferont à l'autre , et récipro- 
quement ; de sorte que , si l'on connaît les solutions posi- 
tives et négatives de l'une , il sera inutile de considérer 
l'autre , car on connaîtra les solutions positives des deux. 
Or toutes les transformations que l'on eilectuera sur Fune 
des équations, et qui n'altéreront pas les solutions posi- 
tives , n'altéreront pas non plus les solutions négatives. 
Pour le prouver, considérons les doux équations dont on 
doit chercher les solutions positives, ces équations ne dif- 
férant l'une de l'autre que par le signe de Tinconnue, il 
en sera de même de leurs équivalentes obtenues par des 
transformations analogues ^ les solutions négatives de l'une 
des transformées seront toujours, après la suppression du 
signe — , les solutions positives de la transformée cor- 
respondante, et , par conséquent, les transformations qui 
n'altèrent pas les solutions positives d'une équation n'al- 
tèrent pas non plus les solutions négatives. De là on con- 
clut que, si l'on parvient, par ces transformations, à 
trouver une formule qui donne la valeur de Tinconnue, 
celte formule fera aussi bien connaître les valeurs néga- 
tives que les valeurs positives de celte inconnue. Ceci sera 
facilement compris ((uand on aura résolu quelques équa- 
tions, car alors on connaîtra quelles sont les transfor- 
mations dont il est question. 

Pour avoir un énoncé abrégé de la proposition précé- 
dente , et en même temps plus approprié aux usages que 
Ton fait des quantités négatives , nous dirons : 

Si certaines letln^s doivent être regardées comme néga- 

par le signe de l'inconnue. Cela arrive aussi dans le prc»hlf>me snlvant : 
Ti'ouver sur une di-oite les points tels tfue leurs distnnces à deux points de 
cette droite soient, l'une tnojenne proportionnelle vnlrc V autre rt la dis- 
innée dr cf'S derniers. 
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tives dans certains polynômes , il en est de même dm 
les résultats obtenus avec ces polynômes. 

Remarque. Avec cette extension que nous donnOBi 
à la notation algébrique, et qui consiste à faire repré- 
senter à une lettre aussi bien une quantité négative qu'une 
quantité positive , un terme qui a le signe -H ne représente 
pas toujours une quantité positive, et un terme qui aie 
signe — n'est pas toujours un terme négatif. Un terme 
sera dit positif ou négatif, selon qu'il se réduira à on 
nombre positif ou négatif, après avoir remplacé les lettres 
qui y entrent par les valeurs particulières, positives on 
négatives, qu'on leur attribue. Du reste, tous les énonce 
que nous avons donnés précédemment subsistent, en en- 
tendant ainsi les expressions de terme positif, terme 
négatif [voir tome III , pages 3 i8-32i ). 



QUESTIONS. 



199. Expliquer clairement ce qu'il faut entendre par 
tétraèdres semblablement situés , dans la théorie des po- 
lyèdres semblables. 

200. Si un point P se meut dans un plan de manière à 
ce que la somme des carrés des tangentes PA|, PAt, 
PAs , . . . , PA„ („-!), menées de ce point à une courbe algé- 
brique de degré n , située dans ce plan , soit constante, la 
normale en P, au lieu géométrique de P, passe par le 
centre de moyenne distance des centres de courbure de 
la courbe, correspondants aux points de contact A|, 

201 . Soient P, P' deux points appartenant respective- 
ment à deux ellipses homofocalcs , tels que les tan- 
gentes qu'on mène à ces courbes , à P et P' , se coupent à 



( 
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angles droits , en désignant par I le point de leur inter- 
section , et par C le centre commun des ellipses , la droite 
CI divisera en parties égales les distances P,P'. (Strebor.) 

202. Etant donnés un point et une droite : Soient 
deux paraboles ayant toutes deux pour tangente la droite 
donnée et le point donné pour foyer commun , en suppo- 
sant qu'elles se coupent toujours sous le même angle 5 leur 
point d'intersection décrira un cercle. (Strebor.) 

203. Dans un pentagone , si Ton considère comme 
sommets d^un pentagone : 1^ les points milieux des cinq 
diagonales 5 2" les centres de gravité des cinq triangles 
formés par deux diagonales et un côté , on obtient deux 
pentagones semblables et inversement placés. 

(A. Watelet.) 

SOLUTION DE LA QUESTION 191 

(l. VII, p. 568); 

Par m. h. ÉMERY, 

Élève «lu Ivcoc de Versailles. 



Trouver la «*''"' dérivée de x" (x — i)", et démontrer 
que cette dérivée , égalée à zéro , a // racines réelles com- 
prises entre o et i . 

I, L'équation j:" (a: — i)" = o , ayant toutes ses racines 
réelles, savoir : n racines égales à zéro et n égales à l'unité, 
il suit du théorème de Rolle que toutes les racines des 
dérivées sont aussi réelles et comprises entre o et i ; mais 
la «''"•'dérivée est la première qui n'ait aucune racine , soit 
nulle, soit égale à l'unité. 

Recherche de la dérivée, 

II. — Première méthode. On a , pai* le développement 
binomial , 

OÙ les crochets indi(|uent un produit ronlinnel. 
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Prciiaiil la dérivée /i'^"" de chaque terme, on a pour 
la dérivée tV^""" cherchée : 

[/î] [2/1 2! . , ^ r ^ 

[2][/I— 2] [/î — 2] ^ ^ ^ 

ni. — Lemme, F et y étant des fonctions de x, on 
obtient la n**"*'' dérivée du produit Fy en faisant le dAre- 
loppement binomial de (F-f-ç)", mais en prenant les 
exposants comme des indices de dérivation, et ëcrivant 
pour premier terme 9F ^"^, et pour dernier terme F^f"^ 

Démonstration. On a, pour 

Première dérivée, «pF' -f- Fip' ; 
Deuxième dérivée , (p F" -|- 2 F'ip' -h Ff ; 
Troisième dérivée , 7 F" + 3 tp' F" -h 3 (p" F' -f- Ff "^ ; 

et , par induction , la dérivée d'indice p sera 

çF (/" -f-;>. <p' F C/»-') -h ^'^""' tp"F 0»->) -h .., -HFf Cl»;. 

Prenant la dérivée de ce développement , on obtient 
une même loi de formation pour la dérivée suivante d'in- 
dice ^ -H I ; donc cette loi est générale. 

IV. — Deuxième méthode. Faisons (p=j:", F=(x — 1)"5 
on aura, en appliquant le lemme et divisant le résultat 
égalé à zéro par [w] , 

r -1 , r -1 . Vn .n — rp. . 

[x— i]''-h«'x[.r-- 1 j"— -f- j:'(x— i)«-' 

*/2 . // I . /I 2'P . , , 

1.2.3 J 

Cette équation n'a évidemment aucune racine néga- 
tive; car prenant x négatif, tous les termes sont positifs, 
n étant pair, et tous les termes sont négatifs , n étant im- 
pair, et .rne peut surpasser Tunité : donc , comme on Ta 
vu à priori , toutes les racines sont comprises entre o et 1. 



-f- or" =r o. 
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THÉORÈME SUR LES CARRÉS DES COTÉS D UN TRIANGLE 

RECTILIGNE C'). 



I. Lemme, Soient A , B , C les trois sommets , et a, i, c 
les trois côtés respectivement opposés, et S Faire du 
triangle ABC ; on a la relation 

4 S (cet A H- cet B -f- cet C) = û' -f- ^' -f- c^ 

Démonstration, On a a' =:i*-}-c* — 4S cot A , et 
encore deux équations analogues 5 ajoutant les trois équa- 
tions membre à membre , on obtient la relation indiquée. 

IL Théorème. Sur chaque côté du triangle ABC on 
construit extérieurement un carré. Soient A', B', C les 
centres des carrés construits sur BC, AC, AB5 on aura 

aireA'B'C ,, , 

—. -— ;- =14-7 cet A -+- cot B -H cot C). 

aire ABC ' 

Démonstration. Conservons la même notation que 
dans le lemme. L'aire de l'hexagone AC'BA'CB' est 

évidemment j (a* -h i* -H c*) -h S : on a AC = —=• 

AB'= -p-, C'AB' = I? -h A : donc Taire du triangle 

bc S 

C AB' est égale à -y- ^^^ A = - cot A 5 de même , 

aire B'CA' = - cot C ; A'BC = - col B ; 

donc 

aireA'B'C' = |(fl' + ^'-+-c')-hS — |S(cotA-t-cotB4-cotC), 



(*)■ Pi'ogpamme de l'université de Dublin, 1S48. 
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fl, d'après le Icmmo^ 

aire A'B'C = S [i -+- ^ (cot A + cot B -4- col Ci]. 

C. Q. F. D. 

JII. Si 1 on conslruît extérieurement un carré sar 
chaque coté (l'un triangle rectangle, Taîre du triangle 
qui a pour sommets les centres des trois carrés est égale 
au carré formé sur la demi-somme des côtés de Tangle 
droit. 

C'est une conséquence immédiate du théorème pré- 
cédent. 



QltEST10^^ D EXAMEN SIR LES FRACTIONS GONTINIIES (*). 



I. Soient (^z,, Ot ^ a^^ n^ quatre nombres positifs entiei^ 
rangés par ordre ascendant \ on a \vs relations d'inégalités 
suivantes : 

I " . « 1 <7ï — r/;, a i <.'^ o . 

2". a^^a^-- (li fïi ^> I . En ellet , soit «3 = «i -h m . 

a^ = «2 -f- « , ^3^4 — «i^i 
= mûi -h fi^i -4- ffin > i. 

4". ^/jrtv — <'i^3 ^ï^ comme pour 2". 

II. Supposons (pion a la relation 

Posons récfuation indétermin(''e a^ y — aiX= i; les 
plus petites valeurs positives entières de ) t^t de x sont 
ax et a^ : s'il existait des valeurs a et j3 plus petites, on 
aurait donc 

/i^oL— a p= I ; (loue a, (v. — a,) = ^, (p — a^) ; 
re (pii est évidemment inqiossible. 

M. Sé'iTfi «•vaniiii.-itclii-. 
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L'équalion a^x — a^y= i est satisfaite, en posant 
a: = ûv — ûj , j^ = «s — aj. On démontre de même que 
ces valeurs positives sont les plus petites qu'on puisse 
avoir. 

Observation, Ces résultats s'énoncent brièvement de 

celte manière : [ a congrucnco a^ y — i = ^73 a pour ra- 
cine unique a, , et la congruence a^ x — i = a^ a. pour 
racine a, 9 le point leibnitzien placé au-dessus d'un nom- 
bre indique un multiple quelconque de ce nombre. 

m. Soient -y - deux réduites consécutives d'une frac- 
s u 

tien continue, et soit p le dernier dénominateur corres- 
pondant à la réduite — Si p est remplacé par p — i , on a 

pour réduite \ car le quotient entier de -eslp : donc 

le quotient entier de est p — 1 5 de même pour les 

dénominateurs. 

IV- Conservant la relation (1), réduisons -^ en frac- 

tîon continue. Soit - ravanl-dernière réduite; il y a deux 

cas : i^ - > — , ou bien ta,, — sa^= i. Donc ret s satis- 
s a^ 

font à Téquation a,, y — a^ x = i ; mais /• <^ «j , 5 <^ «4 ; 
donc , diaprés U , on a 

r z=z a, et .v = <?,, 

Ainsi l'avant-dernière réduite est — : 2'* - <r— ? ou bien 

sa^ — rai, = i . /• et 5 satisfont à Téquation a^x — ai,y = i , 
donc, d'après II, r=:a^ — a^-i s = a^ — a, : l'avant-der- 

nière réduite est donc ''^~^ ' - Si Ton diminue d'une unité 

de Mathênwt., l. VIII. ( Février 18 J9.) 4 
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le dernier dénominateur de la fraction continue, la va- 
leur de celle fraclion devient égale (III) à — • 

V. Ou parvient à des conclusions analogues , si Ton a 
la relation a, «s — ^j «4 == i , ou bien encore si l'on ré- 
duit en fraction continue -'• 



RECUERGHE 

Du nombre des chiffres ({oe foiriit à b période aie fractioi ordiiiire ridiile 

en fraction décimale \ 

Par m. J. SORNIN, 

Professeur de mathématiques au lycée de Reims. 



On sait déterminer, en général, le nombre des chiflres 
que donne une fraclion ordinaire réduile en décimales, 
|uand le quolient a un nombre fini de chiifres \ on sait 
•galemenl déterminer le nombre des chiffres qui précè- 
denl la période, quand le quotient est périodique mixte : 
nous nous proposons ici de déterminer le nombre dos 
chiffres de la période , quand la fraction ne se convertit 
pas exactement en décimales. 

Remarquons d'abord que, lorsqu'une fraclion ordi- 
naire donnera lieu à un quotienl périodique mixte, on 
pourra facilement déduire de celle fraclion celle qui don- 
nerait lieu à la partie périodique simple ; il suffira pour 
cela de multiplier la fraclion proposée par une puissance 
de 10 égale à la plus haute puissance de q ou de 5 qui 
entre dans le dénominateur. 

Nous n'avons donc à nous occuper que des fractions 
qui donnent lieu à un quolient périodique simple , c'est-à- 
dire dont le dénominateur no contient aucun des fac- 
loui's ?- ou 5. 
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Le dénominateur des fractions que nous considérons 
lie pouvant être terminé ni par un chiiTre pair, ni par 
un 5 , sera de Tune des formes 

10/4-1, 10^ -h 3, 10X4-7, ioX-h<). 

D'ailleurs la forme ioA-f-9 est la même que 10 A- — i ; 
et la forme lok-h 7 est la même que 10k — 3. 

On peut donc dire que le dénominateur sera de Tune 
ou de l'autre des formes 

loX dz f , loX^ _±; 3. 

Soit, en général, - la fraction irréductible que Ton 

\eut convertir en décimales, en désignant par abcd,,, 
la période , m le nombre de ses clii lires: on aura 

C abcd... ,, , , ^ Cfio"— i) 

- =1 , dou abcd,,, = — ^ — ' \ 

D lo*"-— I D ' 

ce qui montre que D doit diviser 1 o'" — i , quel que soit C , 
et le nombre des chiffres de la période sera la plus petite 
valeur de ni qui rendra lo"* — 1 divisible par D. 

On conclut d'abord de là ce théorème , que le nombre 
des chiffres de la période d'une fraction irréductible est 
le ntéme, quel que soit son numérateur. 

Nous considérons donc seulement ici la fraction - • 

Nous examinerons successivement les différentes formes 
sous lesquelles D peut se présenter. 

I. D = loX H- I. 

lO*" — I 

Soit X = — 7— 

loX -h I 

Posons X = 10 Y — i-, il viendra 

I o*" — i =r ( 1 0/ — 1 ) ( I o X H- i), 

4 
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Réduisant, ou m tire 



lO**^' 



I o X -h I 
Faisons de nouveau j^=: lo z -h /f ; on aura 

lO*^' 4-Xr=:(l02-|_/) (lO^H- l); 

d'où 



loX- -i- I 

Soit encore z= lo u — A', et un calcul semblable 
donnera 



,Q».-a 



u 



loX- -h I 

On posera u = lot -h A', et aiusi de suite. 

Comme il est facile de suivre la loi des valeurs de 
j', z, etc., on en conclura que Ton arrivera nécessaire- 
ment à l'égalité 



ioAr4-i loX-f-i 

OU à 

lO"»"'*' — X* T — X* 



si /// est impair ; 



si m est pair. 



1 oX- -h I I o X- -h I 

Si v' est entier, en remontant de proche en proche on 
verra aisément que x sera entier. Or je dis que la réci- 
proque est également vraie. En effet , si x est entier, ou 
bien j sera entier, ou bien il ne contiendra en dénomi- 
nateur que 1 ou 5 5 c'est ce qui résulte de l'égalité 
X = lo y — I . 

En raisonnant de même sur l'égalité suivante, on verra 
que si j n*était pas entier, z contiendrait au dénomina- 
teur les facteurs 2 ou 5 , et ne pourrait d'ailleurs contenir 
que ces facteurs. En continuant ce raisonnement, on arri- 
verait à conclure que p* contiendrait en dénominateur les 
seuls facteurs 9. ou f) : mais i', d'après la valeur à laquelle 
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on est parvenu , ne peul contenir en dénominateur ni u 
ni 5 : donc y, z, ... , (^ sont entiers. Ainsi toute valeur 
de m qui rend x entier rend aussi (^ entier, et réci- 
proquement. Donc la plus petite valeur de m qui rendra 
y entier sera le nombre des chilîres de la période. 

En prenant k" — i au lieu de i — A'", qui est négatif, 
on est conduit à la règle suivante : 

« Former les diflérentes puissances des dizaines du dé- 
Bominateur, augmenter de i les puissances impaires, di- 
minuer de I les puissances paires ^ et le premier résultat, 
qui est divisible par le dénominateur donné, correspond 
ft une puissance égale au nombre* de chiffres de la pé- 
riode. » 

I exemples. 

Les puissances impaires de i , augmentées de i , don- 
nent a qui n'est pas divisible par 1 1 ; il ne peut donc y 
avoir qu'un nombre pair de chiffres à la période. D'ailleurs 
ti deuxième puissance , c'est-à-dire la première puissance 
paire, diminuée de i , donne zéro, nombre divisible par 1 1 \ 
donc il il y a deux chiflres à la période. 

aP. D = 21 , X= 2. 

On formera le tableau suivant : 

Puissances de 2 : 2, 4» ^» ^^•> 32, 64, 128... 

— impaires -h I : 3, 9, 33, 129, 

— paires — i : 3, i5, 63. 

Le premier nombre divisible par 21 est 63, qui corres- 
pond à la sixième puissance de 2 ^ il y aura donc six chif- 
fres i la période. 
3». D = 1 1 1 , /= 1 1 . 

Puissances do 11 : 11, 121, 1 33 1 . . . 

— impaires -H i : 12, i332, 

— paires — i : 1 22 . . . . 
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i332 étant le premier nombre divisible par m, on 
conclut que la période a trois chiffres. 

II. D = loA — I. 



lO" — I 



X étant le quotient — 9 posons a: = ioj^-f-i î d'où 

,0*-' — k 
I o A — I 

Puis y =z 10 z 4- /« , ce qui donne 



10/ I 



•i 



etc. 



La loi étant facile à suivre , on arrivera , que m soit pair 
pair ou impair, à Tégalité 



10/ — I 



) 



et Ton montrera, comme dans le premier paragraphe, 
que la plus petite valeur de m qui rendra v entier dé- 
terminera le nombre des chiffres de la période. 

Eu prenant A'" — i au lieu de i — A^, on a donc la 
règle suivante : 

<( Former les puissances de A; la première qui, dimi- 
nuée de I, donne un résultat divisible par le dénomi- 
nateur donné, fait connaître le nombre des chiffres de la 
période. » 

I\xeniples. • 

r'. D = 9, X = I. 

Comme la première puissance de 1 , diminuée de i , 
donne zéro, on conclut qu'il n'y aura qu'un chiffre 
périodique. 

Puissances de 4 * 4* *6) ^4) ^^^^ 1024, 4^96.... 
— dimin. de 1 : 3, i5, 63, a55, ioa3, 4^95- •-• 
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4095 élaiit le premier de ces nombres divisibles par 3y, 
et 4^)9^ correspondant à la sixième puissance de 4? on 
conclut que la période a six chiH'res. 

III. D=ioX±3. 

En multipliant D par 3 , il devient de la forme 10 X ±: i . 

Considérons, au lieu de la fraction - ^ la fraction r-r.i 

on pourra déterminer le nombre des chifl'res de la pé- 
riode fournie par cette dernière. Or nous allons faire Toir 
qu'<*n multipliant une fraction par un nombre entier, le 
produit étant encore une fraction , on ne peut que dimi- 
nuer le nombre des chiflres de la période «ans pouvoir 

l'augmenter; d'où nous conclurons que la fraction r.? 4^' 
est égale à ^-=r X 3 , ne peut avoir plus de chiffres pério- 

diquesque -^j:. On aura donc ainsi une limite maximum 
du nombre cherché. Pour prouver le théorème énoncé, 
considérons la fraction j- qui a m chiffres à la période ; 
p étant cette période, on aura 

h 10" lo** * lo*" - I 

d'où 

b lo*" 10"" * lo* — I 

ra étant <^h ^ vp esl <^ 10"; ce qui montre que y? 

quel que soit le nombre entier /*, peut être converti 
en fraction périodique de m chiffres , ce qui est le théo- 
rème qu'il fallait démontrer. Ce théorème était d\iilleur.s 
prouvé avec une plus gi ande extension dans le cas où /' est 
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premier à\ec A . cai dou» avoiis ^u que - âiTait le même 

nombre de chîiTre? pério»lîqoes que -. On le restreint 

ici : car dans le cas qui nous occupe, r a. au contraire, 
un facteur commun avec D . et nous n*a¥ons ainsi qu^nne 
limite maximum. 

On peut cependant chercher si -j- aura moins de chif- 
fres que T pai la méthodt* suivante : 

Supposons que la période de - puisse se décomposer 

en plusieurs autres quand on la multiplie par r; la nou- 
velle période ayant m' chiffres , m' sera un diviseur de m, 
et l'on aura 



lO*" — I 



if 
— — />' étant celte nouvelle période) , 



^ I o" — I 

11 faut donc déterminer la plus petite valeur de m' qui 
rend p^ (entier; c<» qui sera facile quand p ci m seront 

connus par la réduction de -, en décimales. 

Exemples. 

i". D=r3, 3D = 9. 

Il ne peut pas y avoir plus d'un chitlrc à la période; 
il y en aura donc un. 

Il ne peut pas y avoir plus de six chiffres à la pé- 
riode. Pour cherclier s'il peut y en avoir moins, pre- 
nons „ r= n,c),A56'4io:>r)64i . . . , et appliqwms la mé- 



d' " 



( 57 ) 

thode précédente ^ on aura 

/? = 2564i, /w = 6, r=3. 

Ti r j 3 . 2564 1(10"" — I ) 

11 faut donc que -î— ^ soil entier, ou, eu 

999999 

,.^ 2830(10"*' — i) 
simpliliant, que '-^ — « soit entier. 

37037 = 7. Il . 13.37, t^l 2839 n'est divisible par aucun 
de ces nombres; il faut donc que lo*^ — i le soit. Posons 
10"^ — I = 37037. Q. 

Le premier membre étant terminé par un 9, Q doit 
être terminé par un 7 5 on posera donc Q = 10 Q' — 3 , 
ei il vient 

I o"»' — I = 370370 Q' — 1 1 1 II I ; 
ou 

, _ lo^^-'H- mil 
37037 

Q' ne peut être égal ni à o, ni à i, ni a 2; car 37037. Q' 
doit être terminé par un i . La plus simple valeur de Q' 
sera donc Q' = 3. On a alors , si cette valeur convient, 

10"'"' -h mil 

37037 ' 
d'où Ton déduit 

I o"'"' = 1 00000 , /// — 1=5, //#' = 6. 
Il n'y a donc pas moins de six chi lires à la période. 

3°. I>=7, 3D=:2I. 

La période ne peut pas avoir plus de six chiil'res ; on 
verrait, par un calcul semblable au précédent, qu'elle 
en a, en eil'et, six. 

40. D = 37 , 3 D =: I 11 . 

La période ne peut pas avoir plus de trois chillres . 
f'I Ton verrait , en elïet , qu'elle en a trois. 
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PRINCIPE FONDiVENTAL DE LA TRIGONOMÉTRIE SPIERlfCE; 

C. IV. 

Par M. C. Foucaut(*), 
Élève de rinsiituiion Barbet. 



Démonstration, Soit ABC le triangle sphérique donné 
[voyez PL 1). On connaît les trois côtés et l'angle A op- 
posé à Tun dV'ux. Joignons les trois sommets au centre de 
la sphère et entre eux deux à deux. Menons par le point A 
un plan perpendiculaire à l'arête OA 5 Tangle rectiligne 
APQ formé par l'intersection de ce plan avec le» faces 
AOE, AOB sera égal à A. Cela posé, projetons sur ce 
plan le triangle plan ABC, et soit APQ la projection de- 
mandée; nous aurons 

(i) Pq' = Aq' -h AP' = 2AP. AQcos A. 

Mais évidemment 

AQ = sin b et AP =: sin c, 

BC = 2sin - a. 

En projetant QC et PB sur OA , on voit de suite que 
QC=i — cosi, etPB=i— cosc; QC — PB=cosc— cosA. 
QC et PB auront toujours des valeurs de cette forme , que 
les angles b et c soient aigus ou obtus. Le trapèze bijrei- 
tangle PQBC donne 

BQ- = 4 sin' -a — icos c — cos b^\ 

En remplaçant les lignes PQ, AQ, AP par leurs valeurs 
dans ( I ) , il vient , en observant que 4 sin' -a=r2 (i — cosa), 

COS a = ces b cos c -|- sin ^ sin c cos A 

c. Q. F. 1. 

C ) Voir lonie l , pajje '.V.\. 
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NOTE SUR LES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ, 

Par m. J.-N. LEBON (*). 



On démontre habituellementdans les cours ce théorème : 

I . Toutes les méthodes d* élimination appliquées à deux 
équations du premier degré à deux inconnues y conduisent 
au méine résultat. Et cela, en démontrant cet autre 
théorème: 

II. Deux équations du premier degré à deux inconnues 
n'admettent quun seul système de solutions. 

Ou peut néanmoins démontrer directement le premier, 
et en déduire, si l'on veut, le second. Voici comment: 

TTiéorème I. La méthode des cœfBcients indéterminés 
comprend toutes les autres comme cas particuliers. 

En effet , le système 

ax H- by ■=. c 
a'x -i- b' y =: d 

peut être remplacé par le système équivalent 

mnx -h mby •=. nie y 
na!x -h nb' y ^= ne' . 

Mais si dans ces deux dernières équations, nous posons 

/ï = i, m=z—', nous aurons pour système équivalent au 

premier, 

a X -\ br ~- — (' on a x =2 — r 6r ; 

a ' a a a 

{ a'x-i-b'y=c\ 
à la seconde ajoutant en croix la première , cl la combinant 

'/) ^oni aiiu(;i'unimatiqii(*. 
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avec: la Mîcoiide, nous avons 

a'x H- b*y = d , 

c'cbl-à-dire le système qu'on obtient immédiatement par 
la tnctliode de substitution, 

l'osons //i = -ï w = —: nous aurons 

a a 

[ b c 

ul , (Ml retranchant Tune de l'autre, 

h // c c' c'^b'v c — br 
-Y 7 r = ; ou -, — = 1 

équation qui, jointe à Téquation (2) multipliée par a ^ 
(lonnt! le système qu'on obtient immédiatement par voie 
tic co/iipar'aison» 

Kniin , posons n = b^ m =.b'\ il vient 

h'ox 4- b'by = b'c, 
ba'x 4- bb'r '—c'b\ 

d'où Ton tin? 

(„//_ ba')x — vb'-' bc'. 

Kii posant // ^^ a et m =: a\ on serait arrivé à 

[ftb' — bn \ Y -^ ac' - cti\ 

é<piation (jui, avee la préeédeiile, donne le système 
([u'on obtient imiuédiatement par la méthode d*addition 
el de soustraction. Donc, etc. C. Q. F. D. 

Ihvorèmc 11. Deux équations du premier degré à deux 
inconnues ne peuvent être satisfaites que par un seul 
Nvstènu» de solutions. 



(6i ) 



OlIESTION U 

(t. I, p. m). 

[nation d'une sarfar^ algébrique sur laqnelle on ne puisse Irarer 
qu'une seule et unique droite ; 

Par m. breton (dk Champ;, 
Ingénieur des Ponts et Chaiissôes. 



tîon du troisième degré 

r' -(- 3' = ^-^ {p^ — 7'-^')» 

f sont des quantités réelles différentes de zéro, 
i la condition énoncée. Car, d'abord, on voit que 

X appartient à la surface, puisque Té^quation 
lenlique en faisant y = o, z = o , sans qu'il soit 

particulariser .r. Supposons maintenant qu'une 
ite, ayant pour équations 

y =z bjr ~\~ ^, Z = ex -^y, 

ne, s'il est possible, à la môme surface. Par la 
on de ces valeurs de y et de z , l'équation ci- 
vra être rendue identique, x demeurant indé- 
et, par suite, les coeflicients des diverses puis- 
cette variable seront nuls. On trouve ainsi les 
lations 

b' -h 6- -:{- 27''/ = o, 

bp-h cy — />'c' = o, 

P^ H- 7 ^ — 2/>'7 = o, 
2c<y' = o. 

Te donne c = o, et, par suite, la seconde seré- 
= en faisant i = o ; on tire de la première et 
sième fi = o et 7 = c , c'est-à-dire le système des 
[!ii parlîculariscnl l'axe des t. Si l'on fait/3 = o 
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il vient, par la troisième relation, y (y — 2p*)^o. L'hy- 
pothèse 7 = donne encore Taxe des x. Il ne reste donc 
plus qu'à faire y =2/7*, d'où i' -|-4a^*9* = <>î équation 
qui n'a pas de. racines réelles. Il n'y a donc aucnne autre 
droite que Taxe des x, qui puisse être tracée sur la 
surface. (La fin prochainement,) 



LEN»ES 

Sir les cercles iiscrits à on triaDgIe, el soUtioi algébrii|ie 4i ftàlm 

de Halfalti ^ 

Par m. C. ADAMS , 

Professeur h l'École industrielle de Winterlhûr (Suisse) [•]. 



I. Il est d'usage, dans les pays germaniques, que les 
programmes annuels contiennent toujours quelques Mé- 
moires scientifiques, dus aux professeurs de rétablisse- 
ment. C'est ainsi que le programme de l'Ecole industrielle 
de Winterlhiir pour l'année 1848 renferme : 1® le pro- 
blème de Malfatti , résolu algébriquement par M. C. Adams; 
'2^ Rapport sur les études de 1847 ^ '848. On voit , parce 
Rapport, qu'on enseigne dans cet Institut industrie/ y les 
principaux théorèmes concernant les transversales, etc., 
tandis que dans nos institutions universitaires, dans nos 
collèges, ces mêmes théories, fondement de la géométrie 
moderne, sont enseignées quelquefois, mais comme œuvres 
surérogatoires non exigibles dans les examens, et, par 
conséquent, non apprises des élèves. Aussi, les décou- 
vertes géométriques de nos Poncelet, de nos Chasles, sont 
moins répandues en France qu'à l'étranger. Ceci soit dit 
en passant ; quant à la solution de M. Adams , c'est la plus 



, ■ ' Programm der (iewerbsrhule iii Winlerthûr (Tir das Schuijahr 18^8; 
iii-'l" de ?(î |»af;es, i |>laiu-he. VVinlerthiir, iS'i.'». 
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.omplète que je sache, du célèbre problème. Publiée déjà 

?ii 1846, Tédilion acluelle est plus générale el embrasse 

:ous les cas. Le travail est précédé de douze lemmes, que 

lous nous bornerons à énoncer. La plupart sont connus et 

léjà consignés dans ce journaL Faisant usage de ce lemme, 

nous donnerons la solution plus tard. 

IL Notation. ABC le triangle; AB = c; BC = «;CA = i; 
5 = ^ périmètre 5 5t = 5 — a ; s^=s — b\ s^=zs — c\ 

a , /S , y, distances du centre du cercle inscrit aux sommets 
A , B, C*, r, rayon du cercle inscrit; 

S, centre du cercle inscrit ; Si , Sj , S3, centres des cercles 
ex-inscrits; O, point d'intersection des trois hauteurs; 

r% 'i ^f^ ''îî rayons des cercles ex -inscrits Si , S, , S3 ; 

(7i ^ as , 9) , quantités analogues à s^ , 5, , ^3 , mais par rap- 
port au triangle Si S1S3 ; 

p, , pt ? ps9 rayons des cercles ex-inscrits au triangle Si Sj S, ; 
et p rayon du cercle inscrit; 

R, rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; 

Ri , rayon du cercle inscrit au triangle formé avec les 
trois hauteurs du triangle ABC. 

III . Lemme. i . n\ = .ç, s^ ; n\ = 5i ^3 ; /V3 = .y, s^ ; 

2. abc = aa^ "h h[i* -hcy^\ 

3 . bcsx = oc^s ; acs^ = j3*5 ; aiij = y *^ ; 

4. /3y5, =accr] ays^ z=b^r\ afis^ = cyr; 

5 . a*5,53=ftcr' ; jS'.f ,53= acr' ; y^SxS^=abr ; 

6. «A — (7 — a) (7 — /3) = 2pp3, 
ne ->(^_a) (^—7) =ivp^, 
bc—((x — ^) [ot — y) = ii\p\ 

7. {«-4-/5) {«-1-7) — hc==.iprv 

8. AO-f- îR = r, + r3; 

9. 2RRi = .v^— (2R— Ti)'; 

10. 2RR,=r.î* — (2R4-r)'; 

11. «A , -h bs^ -f- rt ^3 = bs ; 

12. a' (/•, — 7) = 4B/''. 
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PROPRIÉTÉS DE L ELLIPSE ET DB L HYPERBOLE; 



Par m. de PISTORIS, 

Capitaine d'aptillerie. 



Ces propriétés sont connues depuis longtemps et re- 
montent même au siècle d'Apollonius. L'ensemble esi 
instructif, et nous les énonçons, non pour en obtenir la 
trop facile démonstration, mais comme utiles sujets 
d'exercice. Plusieurs sont déjà démontrées dans les Nou- 
ue/les y^ finales, 

i^. Le produit des distances des deux foyers à une tan- 
gente quelconque est une quantité constante. 

2". Le produit des distances d'un même foyer à deux 
tangentes parallèles est constant. 

[y\ Le produit des rayons vecteurs aboutissant à un 
point quelconque de la courbe est égal au carré du demi- 
diamètre conjugué à celui qui passe par le point quel- 
conque. 

4". Le produit d un diamètre , par sa distance à la tan- 
gente parallèle, est constant. 

5". La somme inverse des carrés des distances du centre 
à deux tangentes conjuguées est constante. 

6^. Le carré de la distance du centre à une tangente 
quelconque est égal à la somme des produits desdistauces 
des extrémités des axes principaux à cette même tangente. 

7^. Le produit des segments d'une tangente quelconque, 
compris entre le point de contact et les tangentes aux 
extrémités du grand axe, est égal au carré du demi- 
diamètre parallèle à la tangente quelconque. 

8". Si par deux points conjugués de l'ellipse, on mène 
(les taugentes , la somme des produits des segments compris 
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outre les points de contact et les tangentes aux extrémités 
du grand axe est constante. 

9'*. La somme des produits des distances des foyers à 
deux normales conjuguées est constante. 



NOTE SUR UN THÉORÈME ÉNONCÉ 

(t. VII, p. as*}, 

Par m. de PISTORIS, 

Capitaine d'artillerie. 



Ce théorème me paraît faux. Il est, en effet, contradic- 
toire avec le théorème de M. Joachimsthal (t. VI , p. 149)5 
démontré par M. de Perrodîl (t. VI, p. 367)5 d'ailleurs, 
le centre de Tellipse satisfait à la condition a/? = 617, et 
les quatre sommets, pieds des normales, ne sont pas 
cependant sur une môme circonférence. 



SUR UNB INSCRIPTION GRECQUE-, 

Pae m. A.-J.-n. V. 



Que nul n^ entre ici s'il n'est géomètre : Xyîuftîrptiroç 

Telle est Tinscription que Ton dit avoir été placée par 
Platon sur le fronton de T Académie. Du reste, il est très- 
difficile de dire sur quelle autorité cette tradition s'est 
établie: car aucun écrivain véritablement ancien ne men- 
tionne Tinscription, connue seulement d'après le rapport 
de quelques auteurs byzantins. Le moins récent d'entre 
eux est Michel PscUus, célèbre philosophe, qui naquit 
eu Tan 1020. Cet écrivain cite Tinscription de Platon 
dans une Lettre adressée à l'un des empereurs qui ont 

Ànn. de Maihémat.y X. Vili. (Février l8iç).) 5 
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jxHlé 1<* nom (rAiidronic, lequel doit èti'e Michel An- 
droiiic , promu à l'rmpire vu 1067. l/empereur avail 
demandé à Ps(;Ilus de lui exposer le but de la géométrie. 
C'est dans la ivponse, éditée pour la première fois par 
M. Roissonade, à la suite d'un autre écrit de Psellus sur 
la puissance des démons, que cet écrivain mentionne 
Tinsciiption de l'Académie. 

Les noies dont notre illustre philologue a enrichi son 
édition, nous fournissent en outre l'indication des autres 
auteurs qui ont rapporté la même inscription. 

Ainsi, Jean Tzetzès, poslérieur d'un siècle à Psellus, 
la reproduit dans ses Histoires (chiliade Mil, h. 249), en 
y changeant seulement Tordre des mots, MijX. • .«y. dans le 
titre, et M.ù.t. dans le texle. 11 la commente en disant 
que, dans l'intention de Platon, Tinscription avait pour 
but d'éloigner d(^ l'Académie tout homme dont la conduite 
s'écartait des principes de l'équité: parce que la géomé- 
rrie, c\'st râgalùé et fa justice : ïtriniç yitp ««i tUmif iari 

■Nous retrouvons la môme inscription dans un Recueil 
de pnyx^erhcSy réunis par Michel Apostolius vers le mi- 
lieu du xv'" siècle (*), et dans un autre Recueil plus com- 
pl(*t ([ue \v premier, composé par Arsénius , fils du pré- 
cédent auteur, après la mort de son père, sous le titre de: 
\' muû, , JHo/etutn, bouquet ou guirlande de violettes (**)• 
Ces deux auteurs commentent l'inscription dans le même 
sens moral (jue Tzetzès , mais en termes un peu différents. 

Un autre Recueil de pro\'erhes métriques^ intitulé : 
irptûfcartu^^ c'csl-ii-dire bigarrure, mosaïque , reproduit la 
même inscription sous forme de vers iambique : 

A 'yiotuiT^fiToç tfOêtê' oùêttç linTat. 



•^' ) hînh. Aftoiiolii V n iftnuv; mît. I, n® »"». 
, ""') Arsrnii Vi'lttiini. p. i<». 
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Dans ces termes, il y a un solécisme, parce que l'idée 
de prohibition demande ^jj et non pas oi. Si cette faute 
est motivée ici par Texigence de la forme métrique, elle 
est inexeusable dans le Trésor d'Heuri ^tienne, où, par 
circonstance aggravante, Tinscription est attribuée a Py- 
thagore, on ne sait sur quelle autorité. 

On peut faire le même reproche d'incorrection à 
Erasme qui , citant l'inscription dans ses Adages (chil. III, 
cent, m, n^ 66) (*), la donne aussi en ces termes: A'y 
«v^/f hWt#. Il est remarquable qu'Erasme, qui indique 
ordinairement fai source de ses proverbes, quand leur 
origine est connue, ne cite ici aucun auteur-, seulement 
il renvoie à Aristide {in Themistocle et in Pericle) rela- 
tivement à l'assimilation indiquée plus haut entre l'égalité 
et la géométrie. 



KOTE SUR LE THÊORfiME ÉNONCÉ 

(t. VII. p. 4M), 

Pae m. J. COUPY, 

Professeur à l'École militaire de la Flèche. 



Depuis longtemps je donne ce théorème à mes élèves 
de cette manière : On sait qu'on a, tant pour les surfaces 
totales que pour les volumes, les rapports suivants: 

Sphère ; cylindre :: 4 ^ 6» 

Sphère : cône équilatéral i: 4 T 9; 

donc 

sphère : cylindre : cône équilatéral : : 4 ^ ^ t 9- 

Or, 6 est moyen proportionnel entre ^ qx. g^ donc, etc.; 
le théorème ne me semble pas nouveau. 



C) Voir aussi rÉpilome du même auteur, p. r»i3; et les Expticationes 
deFerrand.l, p. iW.etll, p. i8/|. 



f) 
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jSote. Les deux rapports appartiennent à Arcfaimède; 
la remarque de la moyenne proportionnalité est faite, je 
crois, dans Viète. C'est à vérifier. Tm. 



SUR LES POLYGOKES ET LES POLYÈDRES ÉTOILES , 
POLYGONES FUNICULAIRES , 



d'après m. poinsot. 



1. Peoblème. Les ti nombres naturok i, 2, 3^..., n 
sont écrits en ordre autour de la circonférence d'un cer- 
cle^ du point I on va au point /?, de ce point à celui 
dont la place ('st marquée par p -\- p — i , de celui-ci à 
p + ^.[p — i) , de là à /> -}- 3 ()[; — 1) î et ainsi de suite: 
par combien de points aura-t-on passé quand on sera re- 
venu à I, et combien de fois aura-t-on fait le tour de la 
circonférence? 

Solution, X Gl y désignant des nombres positifs en- 
tiers , on sera évidemment de retour en i lorsqu'on aura 

y>4-^(;?— i) = /ir H- I, d'où nx = (p— i)(^-h i), 

r et s étant les quotients respectifs de n et ;; — i par leur 
plus grand commun diviseur ^ on a 

rjr = s(x -\- I ) , d'où j = .v , x = r — i ; 

ainsi on passe par r points, le premier compris. Et en 
supposant que ce premier point aille successivement d'un 
point au suivant, il aura parcouru s fois la circonférence, 
en revenant à sa première position. 

Corollaire, Si p — i et n sont premiers entre eux, 
alors r = n ^ s = p — i ^ dans ce cas , on passe par tous 
les points , et le premier se mouvant parcourt p — i fois 
la circonférence. Pour connaître son avant-dernière place, 
il faut faire x = n — 2 ; substituant dans p -^ x (p — i), 
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il vîeut np — n — /> + 2 : ainsi l'avaul-dernitT point est 
2 — ;; ou bien /z + 2 — p-^ ce qui est évident à priori. 
Donc, allant de i à /; ou bien en allant de i h « + 2 — p^ 
et prenant toujours les points de p en /?, on parcourt le 
même chemin , mais en sens opposé. 

2. Théorème, Une circonférence étant divisée en n par- 
ties égales , et désignant les points de division par les nom- 
bres 1, 2, 3,."i w^ le nombre p — i étant premier à /i, 
si l'on joint par une corde le point 1 au point />, celui-ci 
au point 2.p — i, celui-ci au point 3/? — 2, et ainsi de 
suite; après avoir parcouru p — 1 fois la circonférence , 
on revient au point 1 , et on a un polygone fermé de n 
cotés égaux et de n angles égaux. 

Ce théorème est une conséquence immédiate de ce qui 
j> récède. 

Observation , Par angle de polygone, il faut entendre 
celui que forment deux côtés consécutifs décrits par hî 
mouvement continu du point de départ 15 c'est Tangle 
cjuî renferme le centre du cercle. Lorsque p = 2 , on ob- 
tient les polygones ordinaires*, lorsque /7^ 2, on a 1rs 
polygones étoiles: ainsi il existe donc autant de polygones, 
«lécrits dans les deux sens, qu'il existe de nombres plus 
petits que n et premiers à /ï, et la moitié de ce nombre, 
en ne prenant que les polygones dilïérents; les polygones 
étoiles n'ont pas d'angles rentrants, mais sont coupés par 
une droite en plus de deux points. Lorsque les divisions 
de la circonférence sont égales, les polygones sont régu- 
liers, c'est-à-dire ont les cotés égaux et les angles égaux; 
le polygone d'un nombre de côtés /i, et formé vu allant de* 
I à />, est dit polygone de V espèce p — 1 . 
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Applicalioiib. 
n Nombres de polygones ou espèces. 

3 I, 

4 ". 

5 2>, savoir: de i à 2, i à 3, i*"** et 2* espèce; 

6 I, 

7 3 , I à 2 , 1 à 3 , I à 4 j*"*» 2* et 3" espèce; 

8 2 , 1 à 2 , I à 4 1 1 "^ et 3* espèce ; 

9 3, ii\2, ià3, ià5, i^®, 2* et 4® espèce; 
I o 2 , I à 2 , I à 4 ? I '^*' et 3*^ espèce. 

3. yiiéo/'èmc. Même couslruction que dans le théo- 
rème précédent ^ la somme des angles du polygone est égale 
à Tc[n — 2 (/; — i)J. 

Démonstration, Supposons toujours le polygone décrit 
par le point i d'un mouvement continu; prolongeons 
chaque côté, dans le sens du mouvement. A chaque som- 
met on a un angle intérieur et un angle extérieur; la 
somme de tous ces angles, intérieurs et extérieurs, est 
égale à m:. Le point i a décrit p — i fois la circonférence; 
donc la somme de tous les angles extérieurs seulement est 
égale à '2 (p — i) 7: : la somme des angles intérieurs est 
donc t: I /i — a (p — i ) J . 

Ohsen^ation. Lorsqutî p = 2 , on a tt (n — 2) ; c'est la 
règle connue. 

Corollait*e 1. Lorsque n = i[p — i)+i, la somme 
des angles est égale, comme dans le triangle, à deux angles 
droits; cela n'est donc possible que dans les polygones 
d'un nombre impair de côtés. Soit //= 2^-i-i; il est 
évident que q est premier avec n. Ou peut donc faire 
/^ = <7 4- I ; donc , allant de i à y -h i , on obtient un po- 
lygone dont la somme des angles est égale à deux droits: 
ainsi pour //= 5, q = 1. Dans respècc de i à 3, la somme 
des angles csi éf^ale à d<*u\ droits; ]K)ui" /; = 7, c'est Tes* 
père 1 à 4- 
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Corollaire. Si /i = 2 (/; -f- i) 4- Si , la somme des an- 
gles est égale, eomine clans le quadrilatère , à quatre droits^ 
il faut donc que n soit pair. Faisons n=i iq^ d'où q=p'^ 
il faut donc que q — i et 'j.q soient premiers, ce qui exige 
que q soit pair. Que Ton ait « = i"'q'^ //est impair e! 

Corollaire II. Dans un polygone régulier, l'angle au 
sommet est égal à -\n — si (/> — i) J. 

\. Problème, lin fil fermé passe à travers n anneaux, 
entre lesquels il peut glisser; les anneaux sont tirés par 
des forces égales divisant l'espace angulaire en parties 
égales. Le Gl, dans le cas de l'équilibre, formera un poly- 
gone régulier de // côlés de toute espèce: on demande la 
grandeur de la tension. 

Solution, Représtîntons chaque force par lunité; l'an- 
gle du pblygone est -[// — 2.(p — i)J, et la moitié de 



cet angle est — [// — .^ (/? — 1) |. Décomposant la force, 
suivant les côtés du polygone, on tiouve facilement (|ue 
la tension est égale à jsëc — [// — 2 (// — 1) |. La tension 
la plus forte répond à /> = 2, c'est le polygone ordinair**; 
la moindre tension répond à p ^=. — ; 

5. Nous avons sup[K)sé juscjn'ici , pour faciliter l'intel- 
ligence, que les //. points sont situés sur une circonfé- 
rence, mais il est évident que les mêmes conséquences 
snbsistent pour des points distribués sur un plan d'une 
manière quelconque. Mais il peut arriver que tous les 
polygones aient des angles rentrants, angles plus grands 
que deux angles droits. 

(>. Menant ime droite à travers un polygone de l'es- 
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pècc Pj il est évident que le poiut i , en parcourant p — i 
fois la circonférence, rencontre cette droite 2 {^p — i) fois; 
donc une droite coupe les n côtés du polygone de l'espèce/? 
en i(p — i) points. 

7. Lemme, Le nombre triangulaire ^- est pre- 
mier avec 2^/4-1, car le plus grand commun diviseur 
est le même qu'entre les quantités 7 + 1 et ay+i, ou 
entre q et 17 -f- 1 ^ donc , etc. 

8. Lemme. — Théorème, r étant premier avec 2^4-1, 
les iq -\- i premiers termes de la progression arithmé* 

tique, ayant pour premier terme r, et pour raison ^-^ -i 

donnent, dans un ordre quelconque, pour résidus delà 
division des termes par 2174- i, les nombres i, 2, 3,..., 
2^+1, et le iq + 2'^"" terme est r. 

Démonstration , Pour que le résidu /• reparaisse, il 
faut avoir, x et y étant entiers, la congruence 



d*où 



/• -i- — — ■ ■ rrr (2 7 + l)jr -4- r, 

2 



•IIL. -^ = (2r/-|-i)j; 



or iq-\-\ et -— ~ sont premiers entre eux; donc 

y = ^-^ et .î* = 2 <7 -f- 1 ; donc /' ne reparait qu'en 

ay -f- 2''"" terme, et ainsi des autres. C. Q. F. D. 

9. Problème. 2^7 -h i points sont distribués dans l'es- 
pace; partant de l'un de ces points, décrire d'un mouve- 
ment continu les q{^q -\-\) droites qu^on obtient en réu- 
nissant ces points deux à deux, et sans décrire deux fois 
la même droite. 

Solution, Désignons les points par les nombi^es ij 2, 
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3 , . . . , 2 ^ + 1 î formons la série des nombres h i , 

en donnant à n toutes les valeurs depuis o jusqu^à ç : on 
aura la suite i, 2, 4^ 7? 10,..., ^—^ ^ + 1. Ainsi on 

ira de i à 2 ; de 2 à 4 5 de 4 ^ 7 v • ? ^^ ^ + * 

4 ï_i? ^-4-15 et tous ces nombres sont inégaux. A 

chaque terme de la première série on ajoute — --^ 

<7 (7 -h 1 ) 7 (7 -4- 1 ) / \ 

on aura ^-^ + 1 -, -^-^ -h 2 , . . . ; 9 (y + 1) + 1 ; on 

J 7(7-1-0 ^7(74-1) . 1 T 

ira de ^-^ -}- 1 a -^-^ ■+- 2 , etc.-, et les q lignes 

de cette seconde série sont dillércntes des (/ lignes de la 

première série. On ajoute encore -^ à chaque terme 

de cette deuxième série pour obtenir une troisième série 
donnant encore q lignes diflérentes des iq lignes déjà 
obtenues. En continuant, on forme 2^ + 1 séries, dont 
chacune fournit q lignes, et en tout (2^-4-1)7 lignes dif- 
férentes; la 2^ 4- îi*''"* série reproduit la première (217) \ 
donc les y (2^ H- 1) lignes sont décrites d'un mouvement 
continu. 

Obseivation, On peut donc envelopper, avec un seul 
fil et sans duplicalure, les côtés et toutes les diagonales 
d'un polygone d'un nombre impair de côtés, et les arêtes 
et toutes les diagonales d'un polyèdre d'un nombre impair 
de sommets. Il est donc possible de décrire d'un seul trait 
de plume les côtés et les diagonales d'un polygone d'un 
nombre impair de côtés. 

10. Lorsque le nombre de points est pair, le problème 
précédent devient impossible. En eflet, soient les points 
I, 2, 3,..., iq on nombre pair: pour que le problème 
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soit possible, il faut qu'on puisse éerire sur une seule 
ligne toutes les rf ('?.(/ — i) eonibi liaisons binaires, de telle 
sorte que le nombre final d'une eombinaison soit le nom- 
bre initial de la eombinaison suivante, et que la ligne 
commence et finisse par le même nombre : chaque nombre, 
I par exeuiple, se trouve donc écrit un nombre pair de 
fois, ou, ce qui revient au même, il part un nombre pair 
de lignes du sommer i , chose im[K)ssible lorsque le nombre 
d(» points est pair. 

Ainsi il est impossible de décrire d'un seid trait les 
<|uatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère. 

i.a détermination du nombre de solutions possible 
])Our un nombre impair de points est un problème dont 
la solution est à désirer. Je Tai proposé à plusieurs géo- 
mètres distingués, sans rien obtenir. Le jeu du dconino 
présente une question de ce; genre : de combien de ma- 
nières peut-on placer sui" une seules ligne tous les dominos, 
en obs(»rvant la loi du jeu? On peut supposer qu'on ait 
mis les doubles de côté. [Lajin prochainement ] 



\ 



PROUKAUUE KÉTROiiUAUE I) ADMI8SI0\ A L'ÉGOLE 
POIYTECIIMOIE , 18Î». 



I.a géographie et la chronologie sont les deux yeux de 
I histoire; on peut dire , avec plus de raison encore , que le 
nombre et la ligne, autrement l'algèbre et la géométrie, 
sont les deux yeux des mathématiques. Vouloir supprimer 
Tun d'eux, serait éborgner la science. Pourquoi ne pas se 
servir de ces deux admirables instruments , qu'une bien- 
faisante providence a mis à notre disposition pour scruter 
les secrets de l'univers? C'est ce qu'on comprend très-bien 
dans h's univcisitcs anglaises, où les deux sciences sont 
ens(Mgnécs a\e<- le même soin, et cultivées avec la même 
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ardeur. En France, une tendance exclusive sem))le se 
manifeslei* vers la règle et le compas, et un ëloîgnemcnl 
des formules algébriques 5 c'est ainsi que nous voyons dans 
les programmes de l'illustre Kcole, disparaître successi- 
vement quelques théories analytiques, remplacées par 
quelques travaux graphiques. Cette année même, on a 
supprimé l'élimination entre les équations de degrés supé- 
rieurs au second [Mofiitcur^ 26 janvier 1849), ^^ '^" '^ 
augmenté, par contre, le nombre des épures exigées. En 
^ admettant cette suppression, comment sera-l -il possible 
d'exposer la théorie des racines égales, la recherche de 
Téqualion aux carrés des dîflerences, et tant d'autres 
oj)érations qui sont pourtant conservées? Je ne me charge 
pas d'expliquer celte étrange contradiction . 1 .e programme 
étant suihsamment mauvais, pouix{uoi l'empirer:' 11 n'y a 
qu'un moyen bi«»n simple d'abréger le programme d'ana- 
lyse; il consiste à l'augmenter. Cette assertion n'a qu'une 
apparence paradoxale. Admettez la théorie des fonctions 
symétriques dont l'absence est une déplorable lacune, 
la théorie générale des dérivées, h; symbolisme infinité- 
simal, et tout se facilite, tout s'abrège, et vous aurez 
gagné le plus précieux de tous les biens, qu'on nomme le 
temps, étoile dont la vie est faite, comme s'exprime Fran- 
klin. Les élèves, munis de connaissances nécessaires en 
entrant à l'école, n'en sortiront plus ignorant même les 
Jonctions elliptiques, aussi indispensables que naguère 
les logarithmes; n'en sortiront plus sans aucune notion 
historique, n'ayant jamais entendu parler des (jauss, des 
Jacobi, des Hamilton, des Roberts, et pouvant croire, 
d'une foi sincère, que tout ce c[u'on leur enseigne est issu 
de la tète du professeur, comme Minerve de celle de 
.Tupiter. Signaler un mauvais état de choses, n est pas le 
détruire, il s en faut; mais on remplit un devoir. 
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FORMULES GÉNÉRALES DE WARING 

Pour tmier la Talenr des fonctioBS symétriques entières et ratioiielies h 

raciaes d*ue équation algébrique (*). 



Sommes des puissances entières positivées des racines. 
i. Soit donnée l'équation 

(•^1 > •1*2 y ^3i • • > «^m /> 

/I étant un nombre entier positif; on a, d'après un sym- 
bole connu, 

ij/i — X j •+" .î* .j -f" • • • ~T~ J' m • 

Il s'agit de trouver S„ en fonction des coefficients de 
Téquatiou. 

Ordonnons celle fonction par rapport aux puissance» 
décroissantes de A, ; il vient 

S« = A'; -uT,A';-«-+-T,A';-^-|-..--M;,A';-/'-h.. .4-T„. 

Loi de formation. 

Le ternie général T^ est un polynôme ; le terme général 
de ce polynôme est représenté par 

R.A/^A'Ay. .., 

où /", 5 , ^ , . . . , indices inférieurs , sont des nombres entiers 
plus grands que i ; et p , a, r,... des exposants ^>ositifs 
entiers, zéro compris. Pour trouver ces nombres, on ré- 
sout l'équation indéterminée 

rp H- 50" 4- / T =rr . . . = p , 

et ayant soin de ne négliger aucune solution. 



;*> McdUattoncs alfirhiic<v. Edil. Icilia; 178U, \k i et 8. 



( 77 ) 
R est un coefficient numérique: les indices et les expo- 
sants étant connus, on fait 

p -f- 0" -f- r -I- . . . = « ; 

et Ton a<, abstraction faite de tout signe, 

les crochets désignent des produits continuels. Si p et u 
sont tous deux pairs, ou tous deux impairs, le signe dcR 
est positif-, et négatif dans l'autre cas. 
D'après celte loi , on trouve 

A2A3; Tfi^:— «Afl-4-/î./ï— 5.A2A4H — • A, ? 

I 2 ^ 

_, ^ „ /i n — 6 fi — 5 

T: z=nA:— /î./i— bAjAi— /î./i — oAaA^H AZA^» 

12 I ' 

T:. z= — //Ab./i./i — 'jA^A^-^n.n — 7 AjAjH ^AJ 

n — 7 /i — 6 , n — 6., 
— «. î A: A4 — n.n — 7 A, A, 

/l — n /, — 6 n — 5 , . 
^2 3 4 ^ 

Waring ne dit pas comment il est parvenu à cette for- 
mule; mais il démontre que si elle est vraie pour // , elle 
est vraie aussi pour n-f-i : d'ailleurs, les sommes des 
racines forment une série récurrente à échelle de relation 
<x>nnue, dont on sait toujours trouver le terme général. 

Fonction symétrique entière des racines en fonction des 

sommes des racines, 

2. Même équation que ci-dessus, et représentons la 
somme à chercher par S.rf x\.., x]^ , n des m racines 
entrant dans chaque terme; a^h ^c ^...^d sont des expo- 
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sauts eiilicrs positifs et inégaux. Voici la notation di^ 
Waring: 



Xs 



=zx1^x;-h. . . -h 



J4 = J-* 4- a:'; -h 



n ' 



A — Sfg ( J^ • a f • • • 9f j 



H h 



^A-+-e 



*A • *r 



K. = A I h 

L.Ç« JA ^c Sj Sf 
l^SaSbScSdSe 



] 



] 



■J: 



-hd-he+f 



Dans cette relation, B, C, D, E présentent des sommes à 
9., ;^, 4, 3 exposants .9,,+/,, ^„+^o ^fl+^+^+j, .^ct+A+c-n/^^ , etc. 
Mais 4 se décompose en 24-2: c'est à quoi répond BB , où 
Ton trouve Saj^b -y.+rf \ 5 se décompose en 2 -f- 3, on a ainsi 
BC -, de même 6 = 24-4=3-1-3; ce qui donne BD , CC 
et BRB, ou s„^i, \+.i4.^/- et s,,^i,^, Sz-f^+r et s„^ s^^ s^j. 
C.ela posé , on a 

i J7 , r'; . . . dr„ =: A — B H- I . 2 . C — I . a 3 . D -f- 1 . 2 3 . 4 . E , 

Il BB-~i.2. BC, 

— 1 .2. 3.4-5. F -h 1.2.3 4 -5. 6. G, 

— 1 .2 BD— 1. 1.2.3 4BE, 
1.2 1.2 CC — 1.2 1.2. 3. CD, 

\ II. HBB-+- I .1 1 1.2. BBC. 
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Loi fie formation . 

a. Chaque lettre apporte un coefficient et un signe dé- 
terminés , dans cet ordre. Ainsi : 

B, — I ; C,-hi.2; D, — 1.2.3; E, -M. 2.3.4 ; F, — 1.2. 3. 4*5, 

K et ainsi de suite. 

b. Les termes de même dimension sont dans la même 
colonne verticale. Waring démontre encore que si la for- 
mule existe pour n racines, elle existe aussi pour «-h 1 
racines. 

Lorsque des exposants deviennent égaux , il faut diviser 
les termes A, B, C, D, etc., par les produits continuels 
convenables. 

BIBLIOGRAPHIE. 



Mécanique moléculaire. 

L'année quadratique 1849 commence sous d'heureux 
auspices, géométriques bien entendu. Dans le premier 
numéro des Comptes rendus des séances de V Académie 
des Sciences, tome XX\ III, page 2, on lit: Je me pro- 
pose de publier bientôt un Traité de mécanique molé- 
culaire. Cette promesse exauce les vœux de tous ceux qui 
L . aspirent à étudier les beaux et nombreux ihéorèmcs dont 
I le plus illustre de nos analyst(\s a enrichi la physique ma- 
E thématique ; théorèmes f(ui , dispersés en plusieurs re- 
\ cueîls, sont pénibles à suivre et souvent même inacces- 
sibles. L'ouvraji;e exposera les principes généraux , et les 
applications à la dynamique de Téther, de la lumière, du 
fluide électrifpie , etc. Puissions-nous bientôt jouir de ce 
monument, dign<! du génie d'un géomètre dont notre 
^pays s'enorgueillit à si juste titre! 

V Question. Pourquoi rauleui' de tant d'ouvrages di- 
dacli([U(\s, d'une célébrité européenne?, (ju'Abel étudiait 
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EXTRAIT BES EXERCICES D ANALYSE NUMÉRIQUE; 

Pae m. lebesgue. 



I. Problème. Résoudre en nombres entiers F équation 
frudnple 

a^ 6, ^v'i ^^û'** ^s nombres entiers donnés. 

Nota, Pour abréger, nous appellerons équation mul- 
tiple une suite d^ égalités telles que Téquation (i) ; - sera 



le premier membre, t le deuxième, - le troisième, et 

ainsi de suite. 

Kous représenterons par D [ab) le plus grand diviseur 
commun aux nombres a et &, de même par D (abc) le plus 
grand diviseur commun aux nombres a, &, c^ de sorte 
qu'on aura 

D {abc) = D[D(ab)c], D{abcd) =D[D(abc)d], .... 

Ceci posé, la résolution générale du système (i) est 
donnée par le système 

U X y z 

'^' D(fl^...)""^"~ b^T' ' ' '' 

d'où résulte 

(3) X=--7— ; T'U, Y= ^ , , ■•U, Z=: —-—- r-U, .... 

valeurs dans lesquelles U est un entier indéterminé. 

Pour le prouver, il suflSt de remarquer qu'en égalant 
les deux premiers membres de l'équation ( i ) , on a ix = «i 

Amn. de Malhémal. , l. VI l[. (Murs 1849) ^ 
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plète sera 

S'il arrive que a, i, c, d^...^ n'aient pas de diviseur 
commun, D[abcd.,.) = i^ et x = a.U, j^ = 6.U, 

Z ^— C< » ^ a • • • 

En d'autres termes, pour obtenir le système (2)9 il faut 
multiplier tous les termes des fractions (i) par un même 
nombre U. Ce théorème est assez simple pour entrer dans 
l'arithmétique vulgaire. 

m. Les deux équations 

«A -^ AB -H fC = o , 
donnent , par la résolution , ^ 

de sorte que si l'on pose m = D [abc) , on aura 

BC' — B'C= -U, 

m 

CA'-C'A=-.U, 
m 

AB' — A'B= -U. 
m 

Ces équations sont utiles dans différentes recherches sur 
les nombres ^ en voici une application 
IV. Si la fonction 

ax^ H- 2 bxy -H cy^ de déterminant b'^ — ac = d 

se transforme en la fonction 

Ar'» -f- 2 Bjry -h C/' de déterminant B* — AC = D , 

par deux substitutions 

jr = otx' -h pjr' » x = yx' -h 9/ , 

6. 
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être nul {voyez plus bas) , 



a 



De même , Télimination de a entre les troisième et qua- 
trième équations du système (3) donne, en supprimait 
le facteur j3J' — (3'cî, qui ne saurait être nul , 

g^^ -^ a^S 4- P'y — py' _ P«' — P'« 
ib c '* 

on a donc Téquation multiple 

de sorte qu^en représentant par m le plus grand commun 
diviseur des nombres a , ib^ c^ on aura , U étant un 
entier, 

ifl U = m ( ^7' — ' ^7) , 
2Z^U= //i (a^'- a'J 4- ?'7 — P7')^ 
i:U=:/w(Pa' — p'a); 

et comme Ton a identiquement 

(a^- a'(î-f p'7 - py)' - 4{P«'- P'«) (^y - ^'7) 
= (a^'-haiî'-p'7-P7')^-4(a(î - P7) (a'J' - €'7'), 

en posant 

îîT = /w (a^' 4- oi'è — P'7 — P7') , 

on aura , à cause de A* — ac = D, 
(5) T' — DU' = m^ 

La combinaison des valeurs da 2T et ib\i donne 

T -h AU = m (aB' — p7') , T — ^U = /w (a'^ — p'7). 

Si l'on joint à ces équations 

a\} = m [Sy'—yS'), cU = m (pa'— ap'), 

la résolution de deux couples *d' équations du premier 
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ÉQUATION 

De la coirbe fie décrit u chiei à U ponrsoite 4e soi lâitre qi'il ml 
coistanieit pircoirir me droite : le rapport m des vitesses est constant ; 

PaE UH ÉLiVB DE L^UISTITUnOlf BaABET. 



La tangente a la conrbe y = (f(x)aia point occupé par 

le âden passe par le point oA se trouve l'homme au 

même moment. Si A' et A sont deux positions du chien , 

B' et B sont les deux positions corresponda|ites du mettre. 

De plus 

BB' = 01 arc AA' [fig. 8, -P/.^), 
OB =^ — xip/(xj|. 
Posons 

et soient l et k les accroissements de z et de y corres- 
pondants à un accroissement A de x, nous aurons 

OB' = ^H-it — (z-h/), BB' = it-^/, corde X A' = \/ A' -f- h\ 

I arc A A' cord. A^ 



m cord. Aa"' ^ BB' 
ou 



/ \/j^ 



-f- I 

arc AA 



/// cord. A A' X- / 



Puis, en passant à la limite 



arcAA' //^V ,-7— 

dV>ii 
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Cherdhons à déterminer f ' [x) qae nous supposerons algé- 
brique. Prenbns les dérivées des deux membres de l'é- 
quation (i), 

m>' (x) f{x) = ;et"(*) ?" W + xy'^W, 
ou 

(2) my(x) = x'<f''{x) + xtf"(x). 

SoitiÂ j:" mf terme de f' (x). Les termes correspondants 
de (/'{x^ et (f'{x) seront nAx"^^ et n(» — i) Ajrfi^; 

Tideutité (2) eijge donc que Ton ait 

/fA-f-J#{/i — i) ks=tnè*Af ou n = dtZ/n, 

<p' (x) sera donc tte la forme A x^ -h Bx""*". 

De plus, par Téquation (i) on a 

m»[i -f- (Ax" -h Bx-*)'] = x'(/ii Ax*-' — /wBx-- -• )', 
d'où 

Alors • 

(3) y'(x) = Aar--^-^-x-; 

d^Oti ii suit: 

Si /w ^ I , 
A 1 

Si m = 1, 

Restent deux constantes arbitraires que Ton détermine 
par les positions initiales du maître et du cbien. 
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Discussion. 

I». w > I. 

m = —, fractioa irréductiUe. La courbe est •vmé- 

trîque par rappori ky = c^ et n^a aucun point à gauche de 
Oj\ chacune des deux branches se compose d'une branche 
asymptotique à Oy^ et d*une autre branche parabolique . 

m = — - — , fraction irréductible. La courbe aura 

deux branches symétriques par rapport à Taxe des j^^ si 
p est impair, chacune de ces branches se compose de 
deux autres, Tune asymptotique à Oj^f l'autre para- 
bolique. 

Si p est pair, il y aura une seule br^inche de même na- 
tui'e que les précédentes. 

2". m = i. 

Une seule branche analogue aux précédentes. 

711=:—. La courbe est symétrique par rapport à 

y =^ c'^ elle touche Oy au point x = o , y z^c] tous ses 
points sont placés à droite de Oy. 

Si m = — - — , la courbe touche encore Taxe des y 

2/î 4- 1 

au point j: = o , y z=zc\ mais ce point de contact est en 
même temps un point d'inflexion comme le montre la 
forme de la dérivée seconde qui change alors de signe. 

Dans le cas de m <^ i , la courbe n'a pas d'asymptote 
I ecliligne et n'offre qu'une seule branche distincte com- 
posée de deux branches infinies. 



(97) 
effet, alors N se confond avec ^'; de même en faisant 

« = - = 00 , alors F se confond avec M. 
o 

V . Posons rt = — I ; Téquation se réduit k 

fy^ — 2 nay^ -+- V a^ = o. 

C'est qu'alors le point N se confond avec l'origine O, et 
le Heu est ce point lorsque le point O est dans l'intérieur, 
ou bien les deux tangentes à la conique donnée lorsque le 
point est extérieur. 

VI. Les intersections de la conique avec le lieu géo- 
métrique sont sur la polaire Dy 4- E jp -f- aF = o ; donc , 
quelle que soit la valeur de a , toutes les courbes qui sont 
données par Féquation passent par les deux points réels 
ou analytiques. 

Vn. La polaire de la conique (i) relativement à Tori- 
gine est \^y + E j? + aF = o ^ donc , quelle que soit a, le 
pôle O a la même polaire , et comme toutes les coniques 
passent par deux mêmes points situés sur cette polaire , il 
s'ensuit que toutes ces courbes se touchent en ces points, 
et par conséquent leurs centres sotit sur la même droite. 
De là le théorème suivant : 

Vni. Théorème. Si deux coniques ont un double con- 
tact , et que par le pôle O de la corde de contact on mène 
une transvers^e, coupant la première conique en Â et B, 
et la seconde en A' et 6', le rapport anharmonique des 
quatre points O, A, A', B est réciproque au rapport an- 
harmonique des quatre points O, A, T^, B; ces rapports 
sont respectivement constants pour toutes les transversales 
issues de O. 



.4/111 de Mathémai,, tome Vlll. (Mnrfi 1849 ■ 
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QUESTION D EXiHEN SliR LE TRAPÈZE ET LE QUADRILATÈRE 

INSCRITS. 



I. Problème. Inscrive dans le cercle donné un tra- 
pèze dont Vaire et les côtés non parallèles ^ nécessaire^ 
ment égaux, sont donnés. 

Solution. Soit ÂBCD le trapèze inscrit; faisons 

AD = BC = fl, AB = x, CD = 7-, 

AC = BD — «, S = aire , D = diamètre. 

La distance des deux bases AB , CD est égale à 



donc 

S = {(x-hx) V'4/i' — (^-4-.r)'-4-4xr. 

Or dans le trapèze inscrit , Ton a 

rt' -4- Jc/ = «'; 
donc 

( 1 ) S = -; (x 4- r ) v/4 *' - (^ -i-7F- 

Soient s et 5' les aires des triangles ABC, ACD; on a 
axz ^ Di, ayz = D/; d'où az (x 4-,r) = DS. 

Remplaçant dans l'équation (i) x -4- j par sa valeur, ci 
faisant disparaître le radical, on déduit 

on peut doue construire géométriquement z, et par con- 
séquent \i\ trapèze. 

Au moyen de Téqualion (a), connaissant trois des 
quatre quantités a, z, S, D, on peut construire la qua- 
trième. S croissant proportionnellement au carré de 5 , il 
s'ensuit que S est un maximum lorsque z est uu dia- 
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mètre <) et alors le trapèze devient un rectangle inscrit. 
On trouve aussi 

ce qui donne la valeur de x -^-y-i facile à construire de 
plusieurs manières. Soit A' le point diamétralement op- 
posé â A ^ on aura 

€*l faisant S = 2 a/ , on obtient 

bz" =DU, (x 4- r)' = 4 bi. 

Observation. Pour le cas général du quadrilatère, voir 
tome \I1, page 69. 

II. Soient a, b^c^ d les quatre côtés consécutifs d^un 
quadrilatère inscrit , m la diagonale qui va de Tangle ab 
à Tangle cd^ei n la seconde diagonale : on aura 

/w' {ab -^cd) /i' [ad -h bc) 

ac -4- bd z=z ■ -. = 7 ; — : 

ad -^ bc ab -^ cd 

a^-hd^ — b^ — c^ , ,, a^-^b^ — c^ — d^ 

cos(<t, d) = T--J r-T — : cos.a, 6)= j — ; 

^ ' ' ^[ad-^ bc) ^ ' nab -hcd 

sin (û, rf) = — ; 7- : sin(^F, b) = -t : 

^ * ' ad-h bc^ ^ ' ab-^-cd 



{ac -h bd) (ab -f- cd) (ad -h bc, 
S = aipe(v.t.Vn,p. 70); D» = !--^^= — ^^ ' 

D = diamètre du cercle circonscrit j sin (o , m) = —■ ^ 

sin(6, /w) = — 5 %\n[a,n) = ~; sin(^, /i) = -; 

sin(/if, n) = -^^A S' = [s-a) (s - ^) (5 -r) {s - //); 
/ir -f- ùa 

2^ = fl-f-^-hr-|-//. 
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TIIG6W1ÉTIR. 



TiiÉoRÈifE I. Dans un triangle rectilîgne ABC^ on a 
la relation 

sin' A + sin' B + sin' C = 2 sin A sin B cos C 

2sin A sin CcosB ->- 2sin B sinC cos A. 



Démons irat ion . Circonscrivons une circonférence au 
triangle : on a 

ii = 2RsinA, ^ = 2RsioB, r=2RsinG; 

a^b^ c sont les côtés et R le rayon. Or 

rt' = ^' -4- c' — 7.b cos A ; 
donc 

sin" A = sin' B 4- sin' C — 2 sin B sin C cos A. 

On a deux autres équations analogues; les ajoutant, on 
trouve la relation énoncée. 

Théorème II. Soit un triangle sphérique ABC; «, 
& , c les côtés , et A', IV, C les angles du triangle recli- 
ligne formé par les cordes; on a la relation 

sin' I c -h sin' Y b + sin' \ c =i 7,s\n \ as\rï\ b cos C 

-h 2 sin 7 fl sin 7 c cos B' H- 2 sin \b%\iï\c cos A'. 

Dcfftonstration, Les trois cordes formant le triangle 
rectilîgne sont égales à 

2sin|<7, 2sin-3-^, 2sin|r, 

et Ton a dans ce triangle 

4 sin' 7 fl = 4 *>n' 7 ^ -h 4 sin' | c — 8 sin| A sin | c cos A'. 

On a deux autres équations analogues ; ajoutant k celle-ci, 
on trouve la relation indiquée. 
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PROPRIÉTÉ DES NOMBRES, 

Par m. G.-J. DOSTOR, 

Docteur es sciences mathêmntiques. 



Théorème. Dans tout nombre y la somme Je plusieurs 
tliv^iseurs est à celle des quotients correspondants y dans 
Je rappoit im^erse de la somme des valeurs inverses des 
dii^Lseurs et de celle des valeurs im^erses des quotients. 

Soient rfi, rf,, d^^...^ d^ plusieurs diviseurs du nom- 
bre N; ^1, ^t, </8v"9 7« les quotients correspondants , de 
sorte que 

jo dis qu'on a 

:: (-4- — -h... 4--) : ( 4- -h 4 -+-•••-♦- tV 

FiU elTet, les relations de condition donnent 



7« 


«3 = » • • • » 

7» 


7« 


I _7, 

r/, N' 


1 __7, 


' -.7-. 



flonc 



^A -4- ^î -h. .-f- ^/« = N (-- + - -f-. .4- ~) , 



7i 7^ 7«/ 

d'où Ton déduit la proportion énoncée. 

Remarque. Dans cette relation, on peut changer en 
même temps le signe de Tun quelconcjue ou de plusieurs 
i\v^ diviseurs et celui de la valeur inverse du quotient ou 
dr celles des quotients cor rescindants. 
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Ainsi . on a aussi 

= („_,, ^... .+ ,,„) (1 + 1+.. .+!.). 

Corollaire. Dans une hyperbole rapportée à ses asymp* 
totes, la somme dun nombre quelconque d'ordonnées 
est à la somme des abscisses correspondantes, comme la 
somme des abscisses inverses est à la somme des ordon- 
nées inverses. 



JOURm DE N. CRELLE, t. XXXII (IK1fi).| 

(Voyei t. VI, p. 3H.) 



HRKMIER CAHIER. 

\ . TIléorhnes généraux sur les dérivées d'un ordre 
quelconque de certaines fonctions très-générales ^ par 
M. O. ScHLOMiLCH, docteur es sciences, lecteur de 
mathématiques à l'Université d'Iéna. 1-7 (en fran- 
çais). 

(Connaissant y*( > ) cl tous ses coefficients didiéreuticLs 
par rapport h y , on peut trouver d'une manière indé- 

, fi"f{/) ^ > ... 

pendante 7 • / étant une constante arbitraire. 

2. Sur la valeur que prend V intégrale déterminée 

/"'' 'h / 7 • • • 

I — pour fies valeurs imaginaires 

J^^ I — A cos 9 — B sin y ' *^ 

quelconques de A et lî ; par M. le professeur C.-G.-J. Ja- 
cob i , h Rerlin (i.'î février). 8-1!^. 

Soient 

\ =r a -h a' V — I . B =r A H- // V — i • 
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Si{ûA' — a'A)*>a'»-hi'% l'imégrale définie est nulle ^ 
si (ab' — a'by -< a'* -f- i'% la valeur de Tintégrale définie 

est , ; mais il faut que la partie réelle du ra- 

dîcal soit positive. 

3. Mémoire sur les différentes manières de se servir de 
l'élasticité de Voir atmosphérique comme Jorce mo^ 
trice sur les chemins de fer ^ une de ces manières con- 
stitue les chemins de fer atmosphériques proprement 
dits; par l'éditeur. i4-58 (en français) [*J. 

i. Sur la théorie des fondions elliptiques ^ par M. Ei- 
SEKSTEIN, docteur en philosophie à Berlin. 59-70; 
continuation du n" i4 du tome XXX. Observations 
sur les formulas transfonnatoires, 

3. Sur les fractions partielles; par M. Eisensteiw, à 
Berlin. 71-74- 

Soit H= o une fonction entière en x de degré n 5 x" 
pour coefficient Tuni té, et les autres coefficients sont 
des fonctions de y ; oTi, .r,,..., x„ étant racines, on a 

IoglX = llog(jr— xj, 

et, en difiérentiant , 

I /f/ù:\ f^u. I 



I l(1U\ _ 



djr X — x^ 



De là Tauteur déduit les quatre théorèmes relatifs aux 
fractions partielles, qui sont le sujet d'une dissertation 
spéciale de M. Jacobi, publiée en iSaS-, système de théo- 
rèmes dont Tillustre analyste dit : « PL theorematis, qua; 
n in démentis algebraicis traduutur, vix exstat aliud ina- 
» gis utile in îrqualionibus maxime diversis. » 



' • \ 



Imprimé h Paris, chez M. Bachelier. 
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parallèles, et la longueur de l'arc est égale à la dillléreucc 
des deux arcs a^i, bbi. Si, dans la construction de la 
troisième courbe , on mène la parallèle du côté de la con- 
vexité, on obtient une courbe dont la longueur est égale 
à la somme aui +- bbi. Si la courbe B est un cercle et 
qu'on prenne son centre pour pôle P, on est ramené aux 
propriétés des courbes parallèles. Des constructions sem- 
blables ont lieu pour des surfaces. 

Ce Mémoire a été lu dans la séance du 26 mars 1S46 
de FAcadémie de Berlin , et , à la même séance , M. Steiner 
a établi les propositions importantes suivantes : A deux co- 
niques A et B dans un plan correspondent toujours quatre 
coniques C telles , que la conique B est , par rapport à C , 
la polaire réciproque de A ; ces quatre coniques ont des 
relations telles, que Tune détermine les trois autres. Pour 
les surfaces du second degré, il y a huit solutions, entre 
lesquelles existent encore des relations mutuelles. 

7. Sur un moyen général de vérifier V expression du 
potentiel relatif à une masse quelconque homogène 
ou hétérogène^ par M. G. Lejjeune-Dirichlet. 80-84 
(en français). 

On sait qu^on appelle maintenant potentiel Tintégrale 
triple qui exprime la somme des éléments d^une masse , 
divisés chacun par sa distance à un point quelconque; les 
propriétés de cette fonction si importante dans la théorie 
newlonnienne de l'attraction ont été étudiées par rim- 
morlel Gauss, auquel on doit le nom qui désigne la fonc- 
tion. L'objet de ce Mémoire est de démontrer que ces 
propriétés n^appartiennent qu'à cette fonction , et pas à 
aucune autre. 

8. Sur la stabilité de l'équilibre^ par M. G. Lejeunk- 

DiniciiLET. 85-88. 
L'auteur montre rinsulFisaiice des démonstrations de 
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Lagrange et Poisson fondées sur la théorie des critériums 
du maximum; il en donne une indépendante de ces cri- 
tériums, et il termine par signaler une erreur commise 
par plusieurs géomètres (Poisson, Traité de Mécanique, 
tome II, page 49 1)* ^ous donnerons la traduction de ce 
Mémoire instructif. 

9. Observation sur la théorie fies nombres; par M. le 
professeur Sterw, à Oottingue. 89-90. 

i./; nombre premier de la forme 8//-|-ij de sorte 
(ju'on a /? = c* -f- 2 r/*; 

zh 2r — -î ^î— =zp (theor. de M. Jacobi;[*|, 

±2c = « :tlioorenie de M. Stem), 

I . . . // 

I<* signe supérieur lorsque c est de la forme 8 + 1 ou 
8-1-3, et le signe inférieur lorsque c est de la forme 8 + 5 
ou 84-7. 

10. approximation rie la quadrature du cercle. 91-92. 
Soient AOB le diamètre d'une eirconférenee et COD le 
diamètre perpendiculaire ; par tl on mène une parallèle au 
diamètre AB, et, par conséquent, une tangente au cercle. 
Dans le quadrant A(' inscrivons la corde AS = AO = i^ 
prolongeons le rayon OS jusqu'à ce qu'il rencontre la 
tangente nn^née en C, en T^ prenons sur la tangente 
'rZ = 3 AO, d(* manière que C soit entre T et Z. La dif- 
férence entre la longueur de la demi-circonférence ACB 
cl la droite l)Z = 3,i4i533 sera un peu moindre que 
le -yfj^ du rayon AO. Si l'on prend sur la tangente 
ZCK = ZI), alors Taire du triangle ZDR, lorsqu'on a 



V ' ) 1.0 point plaro sur colle l(;llro indique le multiple de la quanlitè 
qu'elle surmonte; notation leibnit/ienne que j*ni adoptée pour éviter 
l'êrriture iii<-on(;rue des ronfjruences. 



( ï^>7 ) 

co8ar= tango; = 38 . n'^ et cos //, est à peu près égale au { 
de la circonférence. 

On trouve cette construction simple dans une brochure 
publiée à Hambourg, par M. !^icolaï iNawretzky, membre 
de l'Académie de Saint-Pétersbourg, 

F'aC'Sirmle d'une Lattre de Maupertuis , datée de Pots- 
dam, le i8 août, sans millésime, et adressée à M. de 
Prémontval. 

On y trouve encore 7 'o^, et vous env^oyereZy luy, fériés. 

(La fin prochainement.) 

(HIESnONS. 



100. Inscrivant une droite dans Tangle des asymptotes 
d*une hyperbole, de telle sorte qu'elle intercepte un tri- 
angle dans cet angle et un segment dans Thyperbole-, la 
droite allant en s'éloignant du centre parallèlement à elle- 
même, la limite de l'aire du segment divisée par l'aire du 
triangle est égale à Funité. 

101 . Soient PT (fig* 9, PI- 1) une courbe sphérique, O 
un point fixe sur la sphère, et PQ un grand cercle tangent à 
la courbe eu P. Menons un grand cercle par O faisant avec 
OP un angle POR, compl<'*menl de OPQ 5 abaissons de M, 
milieu de OP, un arc M^ perpendiculaire à OR, et pre- 
nons le point R de manière que OR soit divisé en parties 
égales à N. Le grand cercle RS, tangent à la courbe, lieu 
de R, fera avec OR un angle ORS égal à OPQ. 

Remarque, En faisant dériver d'une courbe donnée 
quelconque une série de courbes se succédant d'après la 
loi indiquée, le théorème qu'on vient d'énoncer nous 
fournira une formule pour la rectiiication d'une quel- 
conque des courbes de cette série. (Strebor.) 

-102. Trouv(»r des nombres ralionnels satisfaisant aux 
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deux équations 

.r' — /' — I = u^ (Lilavati, sect. IV, règle 59-60). 

103. Etant donné un triangle plan, soient trois para- 
boles, ayant même foyer, dont chacune est touchée par 
deux cotés du triangle, si Ton mène à la première de ces 
paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement le 
troisième coté du triangle, et, de mùmc pour les deux 
autres, les trois droites qu'on obtient ainsi, seront toutes 
tangentes h la môme parabole, homofocale avec les trois 
autres. (Strebor.) 



ClIBATURE DUN POLYÈDRE A FACES TRAPÈZES, 

d'après m. C. KOPPË , à Soest. 
(Crelle, t. XVm, p. 376, i838.) 



I. Lenune. L'aire diin polygone est la somme de 
lermes dont chacun est le demi -produit de deux côtés du 
[ïolygone par le sinus de Tangle qu'ils comprennent (voir 
tome MI , page 34B) . 

H. TnÉORÈME. Un corps ayant pour bases deux po^ 
lygones parallèles, et pour faces dus trapèzes, est équi- 
valent à un prisme ayant pour hauteur la dislance des 
deux polygones, et pour base l'aire de la section parai- 
Zèle faite à égale distance des deux bases, augmentée 
de la douzième partie de l'aire d'un polygone qui a les 
mêmes angles que les polygones, et qui a pour côtés les 
différences de leurs côtés homologues. 

Démonstration, Soient «i, ^j,..., a^ les côtés succes- 
sifs du polygone supérieur, et fti, />i,..., b\ les côtés ror- 
re.s|K>ndants de la bas** inférieure; </, et A^, //, et Ai, etc.. 
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sont parallèles. Soil h riiitervalle des bases. Désignons par 
(a^a^) Tangle de deux côtés a^, a^\ on a (a^a^) = (^/»'>^v)- 
A une distance x de la base supérieure, faisons une section 
parallèle aux bases, et soient Z|, iSs,..., Z4 lescôlés cor- 
respondants à ai, as,..., a4^ on aura 

et 

X X 

z^=iap^ (ftp — bp) j> Zy = fly — [n^ — b^) ^-• 

A, B désignant les aires respectives des bases, et Z Taire 
' de la section , on a , d'après le lemme , 

A = Y 2j ttpO^ sin [opû^], 
B = jl\bpb^sin[apfig), 
Z = \l\ZpZq sin {apa^j y 

ou mettant les valeurs de z^z^^ il vient 



x^ 

-h (ap — bp) [a, — £>,) - 



— fiobg — a^ bp) j 



Sin (Ipfiq. 



V désignant le volume dc;s corps , on a 

Vr= / Zdx = -^hl{2apa^ -^apb^-h 9. bpb^) sin Opa^, 

Soit \' le volume du prisme cjui a pour haulcîur h vl pour 
base la section parallèle passant par le milieu de /i; on a 

V = I hl [op -H a^) (bp -f- b^) sin HpO^ , 
V — V =r 3*7 /*2 (<7;, — ^;,) (fl, — ^^) sin «pflç; 

or cette différence est la douzième partie d'un prisme 
ayant pour hauteur h et pour base un polygone équî angle 
aux bases, et dont les côtés sont a — A, a,, — bp et 
ri,-h^. C.Q.F.D. 
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Corollaires, i*^. Cône tronqué à bases arciJaù'es. 
Soient h la hauteur d'un cône tronqué , r et p les rayons 
des bases ^ on aura 

2°. Cône tronqué elliptique. Soient h la hauteur, ai, «• 
les demi-axes principaux d'une basc^ ii, b^ les demi-axes 
principaux de l'autre base-, on aura 

3®. Hexaèdre trapézoïde. Les bases étant aussi des 
trapèzes, soient aj, a^ les côtés parallèles d'une base et c 
leur distance, &i, &, les côtés parallèles de l'autre base et d 
l'intervalle^ on aura 

V = A j — -h ^.a,— 6,4-fl,- *0-^ J- 



RESOLUTION GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DES (HIATRB 

PREMIERS DEGRÉS; 

Par m. P.-G. EISENSTEIN. 

! Journal de M. Crclle , t. XXVI, p. 8i.) 

Traduit par M. Lrbrsgue. 



Dans la résolution des équations de degré élevé, on se 
contente à l'ordinaire, à ce qu'il semble, de démontrer 
leur possibilité, tandis qu'on se laisse détourner de la dé- 
termination eiîective du résultat final, par la prolixité 
du calcul ; je donne ici le résultat final complètement 
développé pour les quatre premiers degrés. Je prends une 
équation tout à fait jjféncralc, sans ces restrictions que 
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le coefficient du premier terme est 1 unité, et que celui 
du second terme est nul, ce qui ne fait que nuire à l'é- 
légance et à Texpression du vrai caractère du résultat 
final. 

T. L^ équation du premier degré ax -¥- h = o donne 

a 

II. Pour la résolution des équations des deuxième, 
troisième et quatrième degrés, il faut introduire deux 
nouvelles fonctions 9 (^) , ^ (^) déterminées par les équa- 
tions y'(i) = x, y'(i) = >. 

.La fonction 9 (1) a deux valeurs ± 9 (À) tandis que 
Tautre prend trois valeurs qui se déduisent d'une seule 
de la manière suivante : 

où p représente l'expression -j [ — i H- v( — 3)]. 

Si l'on représente, pour abréger, par A , 15, C, D, E, V 
les fonctions homogènes qui suivent : 

D = fltf -f- 3 c' — ^bdj K = ad^ -h b^e — ace — 2 bcd H- c, 
F =270 -</*-!- 27^*c'-h iSfl'cV» — 36A»cV/'— 54ûVr/v' 
— S^abc'^e^— io8nbcd*— \o8 b^cde -\- 6 nb^d^e 
S^nc^d* -i-S^b^c^ti -h 1 80 abc^de — 8 1 nc^ v — a^c 
64 ^V^ -h i9.a^bdc^, 

les racines de Téquation quadratique générale 

ajc^ H- 2 ^j* -h c = 
seront 

a:=-[~ ^lfc<p(A)]. 
a 

ID. Pour Féqual ion cubique générale 
ax^ -f- 3 b.r^ -h 3 rx H- </ =r o , 
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ou trouvera 



^ = 1 [_ i + p^ W + p'"^ (P)]. 



* = -[-/' + p'4'(=') + p^(P)]. 



uu 



a = i[B+«ç(C1], P = HB-«t{G)]; 

et les valeurs correspondantes des deux fonctions ^ (a) , 
^ (|3) seront complètement déterminées par Inéquation 

IV . L'équation générale biquadratique 

/ïx* -h 4 ^-ï^' -+- 6 rx' 4- 4 '^ + ^ = ^ 
donne 



•*• = -[-* + ? (v) - ? W ~ ? WJ» 



X=: -[- ^ ~<p(y)4- q>(^) - ^(,)], 






ou 



7 = A-+-ia[,|,(i:) + +(«)], 

. =A + i«ifp',I,(Ç)+p,|,(,)], 

9E-y(3F ) 
9 9 



^^9E + ?(3F) 



Pour la détermination des valeurs correspondantes, on 
nnploio les deux équations 



lies racines de réquation générale du cinquième degré 
^^ennent une forme toute semblable quand, outre les 
^notions y (i) et ^(X), on introduit encore une nouvelle 
^Onction /{X) déterminée par Téquation 

Je reviendrai, dans une autre occasion, sur les pro- 
priétés remarquables et la formation des fonctions homo- 
gènes qui se présentent dans les formules pour la réso* 
iution des équations algébriques, et je montrerai leur 
usage dans la théorie des nombres. 



THfiORÉNES D HOMOGÉNÉITÉ. 



I. M. Otto Hesse, professeur à Kœnigsberg, a eu l'in- 
génieuse idée de représenter les coordonnées d'un point 

sur un plan , non pas par xetj^ mais par ^ de même 



z z 



X y z 



un point dans Fespace par - » - 1 - ; z et m sont des dénomi- 
nateurs quelconques. Pour exprimer qu'un point a pour 
coordonnées -7 j ^^ on écrit (a:',y', z')-, ces conventions 

établissent dans les formules une symétrie qui n'existe 
pas dans les conventions usitées, et rendant homogènes les 
équations descriptives des lignes , permettent de leur ap- 
pliquer les propriétés des fonctions homogènes. 

II. Exemple. \^, L'équation ordinaire d'une droite 

est €^ '{'hx'^-c = o\ si l'on remplace j^ et x par - > - 9 



X* A*' A" 

(•) ;f(A) = ;_.A»-h 10.— j— l5.l4 .-^7— 30. 19.18 -7^—..., 



= V ; - vT^. . . . 

Ann. de Mathémat., 1. VIII. (Mars 1849) 



( "4) 

elle devient a^ -|- ix -♦- cz =o, homogène en x, jr^x. 

a^. L'équation ordinaire d'une droite passant par den 

points est y {x^ — x") -f- x \^y" — y') -h y'x" — xy=o; 

remplaçant/, ar,j',a:',y,x'' par ^, ^, -,—,-., -, 

on obtient 

X (jV) -^-y^z'x'*) -h 2 (xV) =: o, homogène rt symétrique. 

Les quantités entre parenthèses sont des binômes alternés 
ou des déterminants à deux éléments. 

3*^. SoitF(x, )^)=o^cquationd'uneligne;^ëquation6^ 
dinairc de la tangente est rDy +0*0,/ — y'Dy — a/D,»=:o, 
oùD,/ représente ce que devient la dérivée deF (x, j^) par 
rapport ky^ quand on remplace j: et j^ par x', y' coordon- 
nées du point de contact . Remplaçant donc, dans Téquation 

F(j:, )')=o, a: et y par - et - » elle devient <f(x^y^ <) = <^ 

homogène en x^y ^ z\el Téquation de la tangente prend 

la forme symétrique xHj^' -i-J^D/ -h zH^ = o : -^ j ^ sont 

les coordonnées du point de contact ; D^ est la dérivée de f 
par rapport à x, etc. Ainsi, Téquation rendue homogène 
d'une conique est 

Aj* -+- Bjtj 4- Car» -h Djx -f- ?uxy 4- Fz* =r o; 
l'équation de la tangente est 

x[2Cr'-h B/ -t- Ez'] +/ [2 Ay-h Rc'-h D»'] 
-+.z[2Fa'-f-D/-hEy] = o. 

4". Soit Aa:4-l}^H-Cz-f-Da=o l'équation homo- 
gène d'un plan; celle d'un plan passant par ti-ois points 
donnés est 

x[y'z"u"') -\- y [z'a"x"') -^ z{u! x" y"') + u{af y'* z") = o. 

Dans cette équation, les quantités entre parenthèses 
sont des Héterminauts à trois éléments. On sait qu'on ap- 



V 
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pelle aujourd'hui dètemunants à fi éléments , les dénomi- 
nateurs communs aux n inconnues de n équations du 
premier degré , les coefficients étant tous représentés par 
des lettres. 

5". F [xjzu) = o étant l'équation homogène d'une 
surface , l'équation du plan tangent est 

xDx* -4- yT^jf -H «D,/ -f- u\y^ = o ; 

Djr/ est la dérivée de F par rapport à x, dans laquelle les 
coordonnées variables sont remplacées par les coordon- 
nées du point de contact. 

m. Lemme. Étant données 72 équations littérales , ho- 
mogènes du premier degré à n inconnues et de cette forme 
^t^i ■+- ^f ^t -+-...•+• a„x„ = o, le déterminant est nul, 
de degré /i, et chaque coefficient est du premier degré 
dans chaque terme. 

Démonstration. On a n équations entre les w — i rap- 

ports — » — V9 ; donc, etc. 

IV. Théorème fondamental. Soit 

F, = 0, Fa=:o,..., F„ = o 

un système de n équations homogènes, littérales entrt; 

les n inconnues x, , Xt , . • • 9 ^'ô 1" t est du degré /^, , Ff du 

degré ^,,. . ., F„ du degré p„. Soit Pip^p^. . .p„ = P. 

En éliminant les inconnues , on parvient à une équation 

homogène entre les coefficients. Les coefficients de F, 

P 
montent dans chaque terme au degré — > les coefficients 

p 
de Ff au degré — -» etc.; conséquemment le degré de Té- 

quation est P ( 1 h ... H — ) • 

Démonstration. On peut éliminer entre ces n équa- 
tions les 71 — I rapports — - —•.••••. et l'on parvient ainsi 

8. 
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à um-. équation iiéccssaireineat homogène entre les coa* 
cienis, équation désignée sous le nom de ré.vuAttilte. 
Concevons la fonction Fi décomposée en pi facteurs de 11 
forme riiX, -}- «^ j?j H- . . . -f- a,^x„ , de mùme Ft en pf de 
ces facteurs , et ainsi des autres. Prenons un facteur de Fi, 
un deuxième de Fj, un troisième de Fs, etc.; les égalant 
à zéro, on aura n équations du premier degré , homogènes 
entre // inconnues. D'après le lemme III, on aura un dé- 
terminant nul de degré n , dans lequel chaque coefficient 
entre au premier degré : on obtient ainsi P déterminants; 
le produit de ces P déterminants est identique avec la ré- 
snl tante. Pour fixer les idées, soit ^i =3, de sorte que 

F = A.r J -h Bx] Xi 4- . . . , 
et 

il est évident que dans le pnKiuit des P déterminants, ax 

P 
entrera à la puissance — » de mùme i, et c^\ donc a^b^v^ 

p 
ou A ne peut entrer qu'à la puissance — ? et on démoutn* 

de mi'^mc qu'en général les termes de la résultante sont 

p 
de degré — par rapport ^u coefficient de F,, et ainsi des 

Pn 

autres; donc, etc. 

Nota. Ce théorème important est énoncé sans dé- 
monstration dans un Mémoire de M. Cayley (Crelle, 
t. XXXIV, p. 90; 1846). 

V. Problème. Tromper V équation du yy stème de dimtes 
tùrtes d*un point donne, dans le plan de deux couHfcs 
aux points fF intersection. 

Solution. Soient 

;2 /' .r, >-, 3; = o. 
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les équalions données des deux courbes planes. F est du 
degré n, ety* du degré w^ x\ y\ z' sont les coordonnées 
du point donné, et x'\ y'\ 5" les coordonnées d'un point 
quelconque pris sur une de ces droites : Téquation de 
cette droite est donc 

FJiminant Jt:, y^ z entre cette équation et les équations (1) 
et (2), on obtient, d'après le théorème fondamental, une 
équation homogène 6 de degré mn par rapport à [ J^'-^^J? 
[z'j:'' j, \pc* y"^ \ cette équation peut se décomposer en mn 
facteurs linéaires par rapport à z" ^ x'\ y^\ et dont les 
coefficients sont des fonctions irrationnelles de jr', y\ z\ 
Chaque facteur égalé à zéro appartient à une des droites 
en question : donc Féquation l'epréscnlu le système de ces 
lignes^ de sorte que x", > ", s" sont les coordonnées cou- 
rantes de ces droites. 

VI. Trou\*er Vèquation du système des tangentes me- 
nées d*un point donné dans le plan d'une courbe à cette 
courbe. 

i'** Solution. Même notation ; F (j:, ) , 2:) = o, équa- 
tion de la courbe de dc»gré n. Si Ton élimine j:,v, z entre 
les trois équations 

(I) F=o, 

,^/F ,fiF ,f/F 

^ dx a y dz 

le l'éstJtat est une fonction homogène de degré n[n — 1) 
par rapport à [/iî''J, [^'j"J, [j^'y"] *, car Téquatiou (i) 
est de degré /i, Téquation (a) de degré n — i , et cette 
fonction est de Tordre n par rapport à x\y\ z' . Les coef- 
ficients de F se trouvant dans l'équation (i) et dans l'é- 
quation (';t) , ils sont donc dans chaque terme du degré n 
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et du degré n — i , c'cst-à*<lire du d(*gré a /t — i *, mais 
Téquation résultante, d'après sa nature, i*enfcrme un fac- 
teur rationnel linéaire par rapport aux coeffici cnts de F,^ et 
qu'on obtient en remplaçant dans F = o, x, y, z par 

x\y' z', car on a ridenlité 

dY d¥ dV 

Otant donc ce facteur, la résultante n^est plus que du dé- 
gré a (/i — i) par rapport aux coefficients de F : c'est ce 
qu'on nomme la résultante réduite, 

Obsen^ation. Faisons X = [j'z"]^ Y = [s'jc'^J et 
Z = [x'y"]-, substituant dans la résultante réduite, on 
obtient une équation de degré n(n — i) par rapporta 
X , Y, Z , et qui n'est autre que celle de la polaire récipro- 
que de F = o par rapport à la conique x* -f-j^* + z* = o ; 
Téquation (2) est celle d'une droite tangente a la courbe 
F = o. Soient x,, r^ ^1 les coordonnées du pôle relati- 
vement k la conique , on a 





, r/U dV . d¥ 
dy dx dz 


doiir 






J^. — '•, V, — d, z,:=.f II. 11, p. 3o5), 


ri ou 






XX, -+-xri -f-s», = G. 



Ainsi X , Y^ Z sont les coordonnées du pôle de la tangente, 
a** Solution, x" ^ y", z" étant sur la tangente, on a 

dx dy dz 

et cette éc|uation peut tenir lieu de Téquation (3); ainsi ^ 
rraprès If théorème fondamental , la résuhanlv est de 
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Tordre n{n — i) par rapport à x\y\ z\ et de même par 
rapport à x"^y" ^ z". Et quant aux coeflScients de F, qui 
se trouvent aussi dans l'équation F, ils sont de Tordre 
(n — lY + n[n — i) -h w(w — i) = (n — i) (3n — 1)5 
mais on a vu ci-dessus que la résultante est de Tordre 
a (n — 1) par rapport aux coefficients de F : il doit donc 
se trouver ici un facteur à ôter de Toi*dre 

(/l— l) (3/1— l)— 2(/l — 1) = 3 {// — !)'. 

En effet , on trouve ce facteur en posant 

dY d¥ ^ dF 

_ = o, - = o, -=o; 

ces valeurs satisfont aux équations (i), (a), (4); car 

dY dY dY 

'di'^^d}^'-d;^''^> 

et la résultante de ces équations est de Tordre 3 (n — i)* 
par rapport aux coefficients de F. 

3' Solution. L'équation (3) est satisfaite en y rempla- 
çant x^y^ z, soit par x', y', 2', soit par a:", y", z"\ donc 
on y satisfait en écrivant x = sx' H- tx"^ y = ^' -h ty"^ 
z = sz''^tz^'^ s et t étant des quantités quelconques. 
L^équation F = o peut être remplacée par celle-ci : 

^ ,,rfF „dY „€lY 

dx dv dz 

de sorte que nous avons le système des trois équations (2), 
(3), (5). Représentons par (F) ce que devient F en y 
remplaçant x, y, z par les valeurs en 5 et £ ; nous aurons 

d{Y) dYdx dYdy dY dz ,dY ,dY ,dY 
ds dx ds dy ds dz ds dx df dz 

Donc Téqualion 

h — : — = O 
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peat remplacer l'équation (a); de luèrae l'équatioD 

tient lieu de réquatiou (5). (Jimiuant s o.i t entre ces 
deux équations, on obtient Téquation résultante. Soit 
Mx^yf un terme de F et p H- y = », ce terme derieot 
M (Ix^ -h fnx^^y (/x' -h m,r")''-, prenant la dérivée par 
rapport à /, on obtient pM (Ix' -h mx"Y'^ [Ix -f- mx'']*, 
et encore deux autres termes analogues : celui-ci fournit 
le terme plf"^'^ [Mx''^] : ainsi cette équation résultante 
est de degré n — i par rapport à /. Il en est de même en 
prenant la dérivée par rapport à m \ donc les coefficients 
sont de degré 2 (// — i) dans la résultante, c*est-à-dire le 
coefficient (M) de F sont de degré 2 (w — 1) ? et les quan- 
lilésj?', j'', z\ x"^y"^ 2" sont de degré 2/1 (/i — i),ou,cc 
qui revient au même, les binômes [j^'j^"J, [•^'-2''], [j'^"^ 
sont de degré n[fi — i). De là ce théorème : 

I /équation du système de tangentes menées du point 
donné (.1/, y\ z') h la courbe F = o se trouve en 

,|. . 1 ' • '^[Fl rf(F) 

eJimniant .v t entre les équations -r- = o, ■ , = o» 

* (Ls dt 

[F] étant ce que devient F par les substitutions 

X ~ sx' -f- tx'\ Y = sy' -h 0'"> zz= szf -^ tz'\ 

L'équation résultante est une fonction de degré n[n — i) 

par rapport aux binômes alternés [jc'y"], rj"'^'']? [^'•^''J> 
et représentant ces termes par .r, j', -?, on obtient ré- 
quatiou de la polaire réciproque de la résultante par rap-' 
port à la conique x* -+- v' -I- c' = o. 
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THÉORÈMES BT PROBLÈMES ÉLÉMENTAiRES SUR LE FOYER 
ET LA DIRECTRICE DE LA PARABOLE. 



Remarque, Nous mettrons ici quelques théorèmes 
qu'on trouve partout, uniquement pour compléter ce 
travail. 

Problème L Étant donnés deux points et le foyer 
d^une parabole, troui^er une équation de cette conique. 

Solution, Soient A,, B, F les deux points et le foyer 
donnés, prenons ce foyer pour origine; soient j^', x\ y'\ 
x" les coordonnés des points A et B , les axes étant rec- 
tan^laires : Téquation de la courbe est 

(r» -h x") (*» -h k'^) = [k'y -+- A-a? — ly {voir t. II , p. 427). 
Faisons 



x'*-hr"=r'% x">-f-/ 



"a -.'/i 



r 



k 

Faisons, de plus, --7=1/; nous aurons 



(i) jr' -f- pj/ — -^, = r' v^i -^ ç'. 

Retranchant membre à membre et faisant disparaître h: 
radical , nous obtiendrons 

P'[(x'-a:")'-(r'-r")']-h2i.Cjr'-r")(x'-.x") 

= (r'-r")'(r'-j")^ 

1? ' 
ou 

i^* Ohsctvafion . Lorsque 1 angle AFB est aigu , on |kmiI 
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le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point 
du cercle [y — j^y + {oc — x')' = i'* sur les tangentes à 
ce cercle. C*est aussi une .épicycloïde {v. t. UI, p. 124). 
L'origine est un point conjugué à la courbe, comme cela 
doit ètre^ ce point disparaît. En passant aux coordon- 
nées polaires , on a 

z ces 2 y — j^' sin <p H- a/ ces <ï> = ± «»', 

équation d^une courbe facile à construire. Il est évident 
que le lieu dusommet;cst une courbe semblable à celle-ci , 
de dimension moitié moindre et semblablement située 
relativement au foyer. 

Directrice, Eliminant j, de l'équation de la directrice, 

on obtient 

(«) [r — 7' + p (x — x')]' = r" (i -h I'') ; 

prenant la dérivée relativement à (^, on a 

W [r-r'-f-.'(j:-.x')](ar-x') = P/-'^ 

d'où 

(.r - r')(^- ^') 

ç z=. : --• 

r"'— {x — a/ y 

m 

Elevant Téquation (h) au carré et combinant celle non - 
velle équation avec Téquation (^), on déduit 



" -.^a 






substituant ces diverses valeurs dans Téquation (a) , on 
obtient 

L*enveloppe des directrices est donc le cercle décrit du 
point donné comme centnî avec un rayon égal à /•'. 
Observation. jNous donnons re calcul e(»mme exer- 
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cice, car les résultats sont intuitifs et s'obtieunent immé- 
diatement. 

Problème III. Étant donnés lejoyer, un point d'une 
parabole et une droite tangente y tromper une équation 
de cette conique. • 

Solution. Même notation que ci-dessus, et de plus 
dy H- ex-hf= o Téquation donnée de la tangente^ on a 
la relation 

(rf^ -1- ^a) 4. 2/(^ -f- 16') = o (t. II, p. 108). 



Cette équation et Téquation (1) font connaître, par des 



équations du second degré , les valeurs de i^ et de -77 qui 



déterminent Téquation de la courbe. 

Observât ion. On peut choisir les axes de telle sorte qu'on 

ait e = o : Ton trouve alors 77 = — ^ ; c'est Toixionnée 

A' a 

du point où la directrice rencontre Taxe des -y, c'est- 
à-dire la parallèle à la tangente menée par le foyer, 

ordonnée qui est double de Tordonnée — j ^^ jK)inl où 

la tangente rencontre l'axe des y. Substituant cette va- 
leur dans l'équation (i) , on obtient 

2/ 



.)•' -H l'y -f. -y = r' v'i -h v^ , 

résultats auxquels on peut parvenir immédiatement. 

Problème IV. Étant donnés le foyer et une tangente, 
trouver Venveloppe de la directrice et le lieu du sommet. 

Solution. Abaissant du foyer une perpendiculaire sur 
la tangente, le pied de la perpendiculaire est le point 
enveloppe des tangentes au sommet; donc le lieu du som- 
met est une circonférence décrite sur la pcrpendiculaîri! 
romme diamètre. Prolongeant la perpendiculaire d'iin« 
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longueur égale à elle-mAme, on obtient le point cnvo 
loppe des directrices. 

Problème V. Étant donnés le foyer et deux tan- 
gentes ^ trousser une équation de la courbe. 

Solution, Conservons mêmes axes, même origine, 
même notation qu^au problème I. L'équation de la courbe 
est 

Soient dy + ex 4-/= o, (Vy -H e'x -\-j' = o les équa- 
tions des deux tangentes ^ on a donc les deux relations 

Jf (^ -*- ^') -+- 2/(^ -h ve) = o, 

ces deux équations du premier degré entre ^ ^^ rj donnent 

les valeurs de ces inconnues : il n'y a donc qu'une so- 
lution. 

Solution géométrique. Du foyer on abaisse une per- 
pendiculaire sur une tangente, on la prolonge doublée, 
ce qui donne un point de la directrice; Tautre tangente 
donne un second point. 

Problème VI. Etant donnés le foyer y une tangente 
et le point de contact y trouv^er une équation de la 
courbe. 

Solution, En prenant les mêmes notations, soient x', 
y les coordonnées du point de contact; on a les deux 
équations 

py -+- ^tor'pp "+" 7^ "" ix'x'v 4- 2 jk' -p = O, 
p isn 4- c') 4- 2/(f/ 4- ve> r= o , 

qui donnent deux valeurs pour 1rs inconnues p cl i*; <mi 
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peut choisir les axes de manière qu'on ait esso^ ce qui 
abrège le calcul. 

Solution géométrique, La solution géométrique ne pré- 
sente aucune difficulté. 

Problème VII. Étant donnés trois points et la direc- 
tion de Vaxey trousser V équation de la courbe. 

Solution, Prenons le point A pour origine , le diamètre 
qui y passe pour axe des x, et les axes rectangulaires. 
Soient x\ y\ x'\ y" les coordonnées des deux autres 
points ; Téquation de la courbe est de la forme 

j'4-Dr-+-Ex=ro. 

On détermine D et E au moyen des deux équations du 
premier degré 

Dr' 4- Ex' = - y\ Dr" -+- E^ = -/"% 

lesquelles donnent 

D (/ V — <r") = a/y"^ — a/'y'\ 

On a 

^ = 2E, X' = o, / = D% /' = E% L=:E% N=i; 

donc a et j3 étant les coordonnées du foyer, on a 

D' — E» D ,, 

a = — y— — ï /8 = (t. II, p. 4^2) et pour le sommet, 

4Ex-hD' — E' = o, équation de la directrice. 
La solution géométrique s^obtient en faisant passer le 
diamètre par le milieu d\ine des cordes données. 

Problème \IIL Étant donnés deux points et la di^ 
rcction de l'axe, trouver 1^ le lieu du foyer; a® le lieu 
du sommet. 

Solution. Même notation et même système de coor- 
données que pour le problème précédent. On a 

D/'4-Er'=-j'S D = -2p, 

E' -h 4 aE = 4 p', Er' =r 2 ^y' — y'K 
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r 

EJiminanL E , on obtient , pour le lieu du foyer, 

équation d'une hyperbole. 

Les coordonnées du centre sont î .r', { y\ et les équa- 
tions des asymptotes sont 

ap— j' = o, 

j/p» — 2^'Pa -f- j''a = o, hyperbole, lieu du sommet. 

Les coordonnées du centre sont -J x' et ^j\ et les asymp- 
totes sont parallèles aux droites jS = o, (3x' — 2 or>'' = o. 

Problème IX. Étant donnés deux points, une tan- 
gente, la direction de l'axe, trousser une équation de la 
courbe. 

Solution, Même notation et même système d'axes qu'au 
problème précédent. Soit dy + ex -4-/^= o l'équation 
de la tangente. 

On a pour condition de tangence 

[E>/ — Dt?J'-+.4^/E = o (t. II, p. 108) 
et 

Dr'-hEj/ = — r". 

Par Télimination de D, il vient 

E»[rfj' -h tfjr']» -h 2 E<?/ '""[dy' -f- ex' -h 2/] -f- e\Y'' == o ; 

d'où 

Problème X. Étant donnés un point, une tangente 
et la direction de l'axe, tromper i^ le lieu du foyer; 2^ le 
lieu du sommet. 

Solution. Prenons le point pour origine, la direction 
de l'axe pour axe des x^ et les coordonnées rectangulaires; 
Téquation de la parabole est 

j»-h DjH- Er= o. 



Même notation qu'au problème précédent; ainsi on a . 
pour condition du contact, 

(Ee/— Dé')»-4-4<?/F = o. 

On a , en outre (voir Problème VII) , 

D» — E» _ D 

Éliminant D et E entre ces trois équations, on obtient 
une équation du quatrième degré qui se décompose en ces 
deux autres , 

p» = O, P'iei' — e^y 4- 4 ap{^ — e') de 4- ^oCd' e" — 8rf^/p 

-4r^/a — 4i?'y* = o. 

Cette dernière représente une parabole dont la direction 
de Taxe est donnée par l'équation 

P [cl} — e') 4- a a^fe = o. 

Lorsque / = o, Torigine devient un point de contact; la 
parabole se réduit à cette droite, ce qui est évident à 
priori, et cette droite fait, avec Taxe des a:, un angle double 
de celui que fait la tangente avec cet axe. 

Le sommet (voir Problème MI), D = — aj3; £ = — • 

et 

Substituant ces valeurs dans Téquation de contact, et di- 
visant par /S', on obtient 

équation d'une parabole. 

Problème XL Etant données tîX)is tangentes et la 
direction de /axe, trou^^er une équation de la courbe. 

Solution. Prenons pour origine le point d'intersection 
de deux de ces tangentes, et pour axe des x, le diamètre 
qui passe par ce point. Soient 

dy 4- ex -h /:= o , d'y -^ t''.r == o , ^/'V -H c"x =r o 
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les équations des trois tangentes , et 

/' -h Dr -4- Ej: -^ F = G. 

I^cs trois conditions de tangence sont expriméos par les 
équations 

(,) E»rf' — 2r/<?DE-h(D' — 4F)i?'4-4/«?F = o, 

(2) E'rf" — 2d'e'DE -4- (D» — 4F)^" = o, 

(3) E'rf"' — 2 rf V DE -+- ( D' — 4 F) e"' = o. 

Éliminant D* — 4 F entre (2) et (3), et faisant disparaître 
le facteur commun d*e" — rf^'e', on obtient 

(4) E {ife" ^ d"e') = 2//^'D. 

Eliminant D' — 4^^ entre (i) et (3), on obtient de même 
E (rf»<-"» — rf"«^«) 4- a Dee" [tt' c -^ lie" ] -h 4/r/'' = o. 

Faisons , pour abréger, 

(de^ -_ d'e) (de" — d" t'\ = M ; 

d'où 

DM -h ife{tVe" -h d" r'\ = o ; 

EM -h4/<re'<?" = o; 

FM' -^/^c'[d"e' — d'c"Y = o ; 

aM •^fe\d*d!' — ^'<,'"] = o J coordonnées du foyer 
pM -h/e{rf V -h r/V) = o I [voir t. II , p. 432) ; 

Mjt -f- 7.fe\d*d" 4- tfV"] = o, équation de la directrice 

{yoir t. II, p. 433). 

Observation, Lorsque (Vd" -f- e'e"= o, les deux tan- 
gentes sont perpcndicidaires, et Téqualion de la direc- 
trice se réduit à .r = o, ce qui est évident à priori. 
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SUITE DE LA QUESTION 31 

(Voir t. VIII, p. 61): 

Paa m. Ph. breton (de Champ). 



Solution générale. 

La surface que nous avons discutée ci-dessus est du 
troisième ordre , et il a fallu donner une forme particu- 
lière à son équation pour satisfaire i la condition pro- 
posée. Dans les degrés supérieurs, en prenant toujours 
Taxe des x pour la droite appartenant à la surface, 
réquation de cette dernière doit évidemment être de la 
forme 

r^^ K X,z)'h ZZ3 {x, J, *) = O , 

^ et CT étant des fonctions entières des coordonnées x, 
j^ z. En effet, si Ton suppose^ = o, 2 = 0, Féquation 
est satisfaite quelque valeur qu^on attribue à x, de sorte 
que Taxe des abscisses appartient , comme on le demande , 
à la surface. 
L'équation 

(7 — ^x — p)>Ka:, fy «) H- (« — rx — 7) ci (or, 7, z) = o 

appartient de même à une surface sur laquelle la droite 
y z= bx-h^'i -S = ex -+- 7 est située tout entière. Il s'agit 
maintenant de voir si cette droite est la seule qui se trouve 
dans ce cas. 

Soit m le degré de la surface, posons généralement 
y = //x H- |S', Z = r'.r -4- y', et cherchons à faire que la 
droite représentée par ces équations se trouve sur la sur- 
face. Le résultat de la substitution , ordonné par rapport 
aux puissances descendantes de x, sera de la forme 

Ao-r"* -h A.j:"-' -h A,.r"' - -\- . , , ^ A„_, j: 4- A« = o, 
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cl il faut que cette <k{uation soit satisfaite quelle que soit 
la valeur de x, ce qui exige qu'on ait 

(A) A, =ro, A, = o, A, = 0, . . ., A«_, =. o, A^ = G. 
De là /// + 1 conditions entre les paramètres de Tëqua- 
tion proposée et les quatre quantités inconnues b\ c\ 
/3', y'. En éliminant ces dernières, il restera m — 3 con- 
ditions entre les paramètres connus. 

Les équations d'où dépendent b\ c', /5', y' pouvant s'é- 
lever aud^ré/n, chacune de ces quantités est suscep- 
tible de présenter, d'après le théorème de Bezout, m* 
valeurs. Si tn est pair, m* le sera aussi, et le nombre des 
systèmes de valeurs réelles des inconnues sera également 
pair. Donc il y aura, en général , plusieurs droites sur la 
suiiace donnée , puisque , d'après la forme de son équa- 
tion, elle en adùiet déjà une. Ces droites pourront se 
confondre dans le cas des racines égales , et alors on aura 
une surface de degré pair satisfaisant à la question. 

D'après l'hypothèse admise sur la forme de l'équation 
proposée, il existe au moins un système de valeurs de 
b\ c\ /3', y' qui satisfait aux équations (A); donc les 
m — 3 conditions qui restent après avoir éliminé ces in- 
connues, sont satisfaites identiquement, et^ par suite, 
ne peuvent servir à limiter le nombre des solutions. C'est 
donc à rendre égales entre elles toutes les racines réelles 
s'il y en a nécessairement plusieurs, ou à n'en laisser 
subsister qu'une seule, qu'on doit tendre dans la recherche 
des surfaces sur lesquelles il n'est possible de tracer 
qu'une seule droite, sans se préoccuper des équations 
de condition qui semblent devoir se présenter nécessaire- 
ment. On disposera des signes des paramètres et de leurs 
grandeurs, comiite nous l'avons fait pour une surface du 
troisième degré, de telle sorte qu'il n'y puisse être tracé 
qu'une seule droite, ou plusieurs qui se réduisent à un<» 
seule, de m^me que dans le cas des racines égales. 

9 
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Soit p — I lespèce de Taugle solide r^ulier, formé de 
q angles se réunissant en un point, on aura donc 

7/1 = 4(^-1); 

ainsi il faut, avant tout, satisfaire aux deux éijuations 
f(na — 2/1 H- 4) = 8g, qa=z^{p^ i). 

f^ /i, g^ y, /; sont des nombres entiers positifs; n et q iw 
doivent pas être au-dessous de 3, et /; — i doit être pre- 
mier à ^ : 

(A) g=>> /^=2. 

î". ir=:3,7 = 3,«i = 7,/ = 4> tétraèdre régulier ordinaire. 
2". « = 3, ^ = 4» '•^ >» /"= 8, octaèdre régulier. 
^. n = 3y ff=:5f fi r= J", f= 2o, icosaèdre régulier. 

Avec cette valeur de w, on ne peut faire (f égal ou su- 
périeur à 6. 

4". A = 4» 7 = 3, rt = y,/=r6, hexaèdre régul. ou cube. 

Avec cette valeur de //, on ne peut faire (f éga! ou su- 
périeur k 4- 

5". /i = 5, 7 = 3, tf = 'j, /= 12 j dodécaèdre régulier. 

Avec cette valeur de nj on ne peut faire r/ égal ou su- 
périeur a 4* 

e». «=6. 

Aucune valeur de ff égal ou supérieur à 3 nVst admis- 
sible. 

(BJ /> = 3. 

Le pentagone est le premier polygone qui ollre un po- 
lygone régtdicr de seconde espèce; faisons donc </ = 5. 

i**. //=:3, a = -. f=z — -; d'où, en moindre nombre, 



tr 



= 7» /= ^'*»- 
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pas a ces deux solides, elles supposent des polygones de 
première espèce. 

14. Ces quatre nouveaux polyèdres réguliers, une des 
plus belles découvertes de M. Poînsot et de la géométrie 
moderne, sont les seuls dont Texistcnce soit constatée. 
Existe-t-il encoi'e d'autres polyèdres réguliers et dont le 
nombre de faces ne soit pas un de ceux-ci, 4 ) ^^ 8) i^? 
3o? L'impossibilité est démontrée (Cauchy, Journal de 
rÊcoU Polytechnique y 1 6* cahier, page ^5 , i8i3) (*). 

La difficulté de se représenter ces solides est sans doute 
causa de l'abandon de cette élude, qui aurait peut-être 
un intérêt même pour la physique. Est-il donc impos- 
sible que la nature ait employé des polyèdres étoiles dans 
la formation intégrante des cristaux? Qui répond que des 
phénomènes de réfraction ne se rattachent pas à cette or- 
ganisation ? En tous cas , il serait utile que ces nouveaux 
corps réguliers fussent construits et placés dans les ca- 
binets d^histoirc naturelle des collèges avec les autres 
polyèdres, pour aider aux démonstrations cristallogra- 
phiques. 

15. On sait que, sous le rapport analytique, la théorie 
des polygones réguliers étoiles est un cas particulier de la 
théorie des racines de Tunité, exprimées trigonométrî- 
quement. On en voit des exemples dans les beaux Mé- 
moires de MM. Realis, Amiot et Lebesgue (t. II, p. 3 
et 147; t. in, p. 264*, t. Y, p. 683). On est bien loin 
d'avoir quelque chose d'analogue pour les polyèdres régu- 
liers étoiles: c'est que les di\isions en parties égales de 
la circonférence sont illimitées, tandis que celles de la 
sphère sont limitées. 

16. Les centres des faces des cinq polyèdres réguliers 



( * \ No«8 ferrons que le* deux premiers polyèdres de M. Poinsol «ppar- 
ticnnout à Kepler ( If armonic^rj Mundi , lib. Il, prop. XXVl). 
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et le décagone de troisième espèce , le pentédécagone de 
deuxième, quatrième et septième espèce, et Fétoile de 
vingt-quatre côtés de cinquième, septième et onzième es- 
pèce , et les désigne sous le nom de stel/œ, étoiles ; il ajoute 
que la cos (Talgèbre) donne bien les équations pour tous 
les polygones réguliers, mais pas la solution. Ainsi , d'a- 
près un certain algébriste, il rapporte cette équation, 

7 — 1 4 r* -h 7 J^' — ^ = o ; 

et il fait la remarque d'une haute importance, que les 
racines sont les cordes des polygones étoiles. Selon son 
habitude , après être parvenu a des conceptions sublimes , 
en écoutant les inspirations de son génie , il tombe dans 
des excentricités en s'abandonnant à la folle de la maison , 
son imagination. C'est ainsi qu'il passe de cette doctrine 
des racines, si étonnante pour le temps, à la distinction 
entre divers degrés de cognition , et soutient que la cogni- 
tion géoipétrique de Theptagone ne saurait faire partie 
de l'omniscience divine : Neque scàur a mente omniscia 
actu sùnplici œtemoy quia sud naturd ex inscibilibus est. 
On lit en marge qu'un mathématicien, homme d'expé- 
rience, avait engagé Kepler à ôtcr cette phrase, qui peut 
avoir ime apparence blasphématoire*, à quoi il répond 
que les théologiens admettent que : Inipossibilia essequœ 
coniradictiofiem inv^olvunt, et Dei scientiam ad talia 
ùnpossibilia se non extendere. D^où il conclut : Quœ 
adulatioy propter imperitos librum non lectiuros, de-- 
fraudat'e cœteros^ c'esi-à-dire qu'il ne faut pas dérober 
la vérité aux hommes instruits, par ménagement pour 
des ignares qui ne lisent pas. Cette observation ti*ouve sa 
place même ailleurs que dans VHeptagonie. Dans le se- 
cond livre du même ouvrage, Kepler décrit les treize corps 
archimédiques (corpora archimedea)^ et en donne les 
figures. Ce sont des solides terminés par divers polygonejr 



( '39) 

(voir Nouî^el/es u4nnahs, tomcl); mais les quatre nou- 
veaux polyèdres réguliers sont mentionnés*, pour la pre- 
mière fois , dans le célèbre Mémoii*e de M. Poinsot (Jour- 
nal de r Ecole Polytechnique y i o* cahier, page 1 6, 1 8 1 o) . 
On ne saurait trop engager les élèves a lire cette remar- 
quable production de Tingénieux géomèliH^^ quant aux 
professeurs, il n^en existe pas un seul qui ne Tait lue plu- 
sieurs fois. 

Nous nous occuperons du Mémoire de M. Cauchy, cité 
ci-dessus. 



SUR L HEXAGRAMME MYSTIQUE 

(Voir t. m, p. S04); 

Par m. LEBESGUE. 



Cette proposition de Pascal ou de Dcsarguc*s, suivant 
M. Gei^onne , est bien nommée en ce sens quY'lle est eu 
quelque sorte la figure , ou plutôt la représentation géo- 
métrique exacte de Téquation d'une conique qui passe par 
cinq points fixes. Cette proposition doit donc renfermer 
toute la théorie des sections coniques , puisque cette théo- 
rie n*est qu'un développement des propriétés do l'équa- 
tion générale des courbes algébriques du second degré. 

Avant de démontrer ce que j'avance ici, ce qui d'ail- 
leurs l'a été en d'autres termes, je donnerai, d'après 
MM. Steiner et Plucker, l'énoncé complet des propriétés 
de l'hexagone mystique. 

« Six points pris arbitraii*emenl sur le périmètre d'une 
» conique quelconque sont les sommets de soixante hexa- 
» gones inscrits, et les points de contact de soixante hexa- 
» gones circonscrits (Car»ot, iiéomctric de position)^ 
» lesquels jouissi*nl des propriétés sui\aiites ; 
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« i*>. Dans tbacufi de» besagoiMi 

• ioftcriUf les point* de coneour» des 

• directions des e6tés opposés ap- 

• partiennent tous les trois à ane 

• même droite 'D) (Pascal}, de 

• sorte qu'on obtient ainsi soixante 

• droites D. 

» 3*. Ces soixante droites D oon- 

• courent trois k trois dans un 

• même point p, de sorte qu'on ob- 

• tient ainsi vingt points p. 

n 3". Ces vihgt poi nts p apparticn - 

• nent à quinze droites o dont cha- 

• cunc en contient quatre , de sorte 
« que par chacun des \inQi points /y, 

• passent trois des quatre droi- 



• I*. Dans cbacan dits iMUfooei 
circonscrit», le» droites 'qui joi- 
gnent les sommets opposé» eon- 
courent tonjonrs par trois dans 
un même point (P) ( Briandion) , 
de sorte qu'on obtient ainsi 
soixante points P. 

■ 1*^. Ces soixante points P ap- 
partiennent trois à trois à une 
même droite dj de sorte qu'on 
obtient ainsi vingt droites d. 

• 3<>. Ces TÎngt droites o concou- 
rent dans quinze point» o, par 
chacun desquels en passent qua- 
tre, de sorte que chacune des vingt 
droites<l contient trois des quinte 
points o. * 



f Journal de M. Crelle , tome XXXIV, page 338 . ) 

11 suffira de dcmonlrer ici la proposition de Pascal, 
l(fs autres serviront d'exercîcçs. On peut d'ailleurs consul- 
ter les Mémoires de M. Plutker indiqués à l'endroit cité. 

L'équation la plus générale des courbes du deuxième 
d(»gré ou des coniques renferme six coefficients , dont un 
pouirait être réduit à l'unité^ il suit de là qu'en se don- 
nant ciijq points de la conique, on aura cinq équations 
du premier degré pourdélcrminer les coefficients. 

Dans le chapitre I\ de son Introduction, Euler prend 
pour coordonnées des cinq points, 

X =1 o, X z=za ^ X -= o, X =. Cy X =-Vy 
J = o, v = o, Y=b, x = <ly y=f' 

L*é(|uation de ]a courbe cherchée 

(A' kj' -h Bjtj 4- C.r' 4- Dj -^ E j: -h F r= o 

<'st entièrement déterminée en posant 

A =r vv\f{a ^c)^d [a — éfj] , D = — ^ A, 

B --. cf\ti — c) b — /) — dt'(a — r) h — f/), E r= — #?«*, 



K 



C = .//*[<• (A —/^ --rf/»- r/)l, 



F = o. 
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11 existe donc toujours une conique et une seule passant 
par les cinq points donnes (on suppose que trois points 
ne sont pas en ligne droite). 

Si l'on met dans (A) les valeurs des coefficients (B), 
Téquation pourra prendre diverses formes, parmi les- 
quelles on distinguera la suivante : 

La comparaison donnerait les valeurs de X et Y, mais il 
est plus simple de les calculer directement ainsi qu'il suit : 
L^équation (C) du deuxième degré en x^ y coordonnées 
d'un point variable de la courbe est évidemment satis- 
faite par X = o, jr = o ; X = c , / = J; x = e, y =J\ 
Ainsi la conique (e) passe par (c) des cinq points^ si on 
exprime qu'elle passe par les deux autres, en posant 
successivement x = Ony = b\x = a^y=o^ on trou- 
vera deux équations qui sont précisément celles des droites 
passant par les points (o, o) , (c, d)^ («5 ^) i {^tf)- Pour* 
fixer les idées, nous numéroterons ainsi qu'il suit les cinq 
points fixes et le point variable: 

I 2 3 4 5 6 

(o, o) , (u, o) , {r , rf ) , (x, x), > , /) , (o, h) ; 

rhcxagone sera i'i3456. On voit donc que X et Y sont 
les coordonnées du point de rencontre des côtés opposés 
(a, 3), (5,6). 

D'autre part, Téquation 

X Y 

représente une droite coupant Taxe des x à une distance P 
de Torigine, et Taxe des r à une distance Q de la mi^mo 
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origine. Or réquation (C) prend la forme (D), si Von 
pose 

^ er — /x ^ dx — CY 

comme y = o^ x = P sont les coordonnées de rînlersec- 
tion des côtes opposés (i , 2), (4, 5), de même x = o, 
jr^Q sont celles de Tintersection des côtés opposés (1 , 6)< 

(3, 4)- ^ _ 

L'équation (C) ou l'équation (D) exprimera donc que 
les trois points d'intersection des côtés opposés sont en 
ligne droite. C^est là une des propriétés principales de 
l'hexagone mystique ; c'est , comme l'on voit , l'interpré- 
tation géométrique de Téquation (C). 

On aurait pu remplacer Téquation (C) par l'éqaation 

X ( r - d){ex^fx) 4- Y(a: - r) (rfx - cr) 
= (dx — cy) [fx — ex) , 

et l'on aurait obtenu semblablement un théorème ana- 
logue qui doune, ainsi que le précédent, un moyen facile 
de construire par points et avec la règle, seulement les 
coniques qui passent par cinq points donnés. 



SOLUTION DE L4 QUESTION 203 

(Voir t. VU, p. Ul, et t. VIII, p. M); 

Pae m. E. FERIER, 

^:ièvc (lu lycée Charlemagne (claese de M. Catalan ). 



Dans un pentagone , si l'on considère comme sommets 
d'un pentagone : 

1°. Les points milieux des cinq diagonales ; 

2®. Les rentres de gravité des cinq triangles formés 
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par deux diagonales et un côté , on obtient deux penta- 
gones semblable» et inversement placés. 

Soit ABCDE {Jig- lo, PL II) le pentagone d(mné. 

On construit , d'après l'énoncé , le pentagone FGHIK , 
qui a pour sommets les milieux des diagonales AC , BD, 
CE,DA,EB. 

Puis le pentagone F'G'H'I'K', qui a pour sommets les 
centres de gravité, c'est-à-dire les points de rencontre 
des médianes des triangles BED, ACE , ABD, BEC , ACD. 

Il faut démontrer que ces deux pentagones sont sem- 
blables et inversement situés , c'est-à-dire que les droites 
qui joignent les sommets homologues se coupent en un 
même point, et que les sommets homologues sont de 
part et d'autre de ce point. 

11 suffit de démontrer pour, cela que les côtés F 'G' et 
FG, G'H' et GH, etc., sont parallèles, et qu'on a, de 
plus , la suite des rapports égaux : 

F^ _ G;^' »T FK/ _ F^K^ 
FG "" GH ~ HI ~ IK ~ FK * 

La droite F' G' est parallèle à FG . En effet , pour obtenir 
le point F', on a pris le point de rencontre des médianes 
du triangle EBD, c'est-à-dire que le point F' se trouve 
sur la médiane EG , aux deux tiers à partir du sommet E. 
De même le point .G' est sur la médiane EF dans le 
triangle EAC, aux deux tiers à partir du sommet E; par 

conséquent 

EG^_EF\ 

EF "~ EG ' 

donc la droite F' G' est parallèle à la base FG, et de plus 
on a 

F'G' _2 

"GF" "" 3* 
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Ou déiuoutrerait de même que dans le triangle DKF, 1, 
on a F' K' parallèle à KF, et que , de plus , 

FK ""3' 

et ainsi de suite pour les autres côtés. Donc ce&deux pen- 
tagones ont leurs côtés parallèles et proportionnels ^ donc 
ils sont semblables. 

On voit, de plus, qu'ils sont inversement situes. 



OOESTIONS D EXAMEN SUR LES CONSTRUCTIONS 

GÉOMÉTRIQUES C'). 



Il ne s'agit que de constructions avec la règle et le conm — 
pas, dites géométnques . 

I. Lent /ne. On sait construire les valeur» de x da» ^ 

M P 

les équations a? = -» x* = ~ > M et P étant des monôme - 
^ N Q 

de degré n . jN et Q des monômes de degré n — i et ti — a 

II. Problème. Construire la valeur de x dans Féqua- 

tion x = —^ AI étant un polynôme rationnel de degré n — 

et N un polynôme rationnel de degï^é n — i . 

Solution, Prenons deux monômes quelconques A et B -: 

Fun de degré 7i — i et l'autre de degré n — a , et coiisi— ^ 

dérons A et B comme facteurs communs à tous les terme^ 

des polynômes M et ]N^ on a M = AM, et N = BNi, d'oî/» 

AM 
x = ^^ • Mais A et B , monômes du premier degré , peu. — 

■•'l M. .1. Bortrand oxaminalour.. 
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vent être réduits à un seul terme ^ donc AMi et BNi deve- 
nant des monômes , on revient au cas du lemme. 

m. Problème. Constniire la valeur de x dans Véqua- 

IVf 

lion X* = — ; M étant un polynôme rationnel de degré 

Hj etii un polynôme rationnel de degré n — a. 

Solution. Prenant deux monômes quelconques A et B 
de degré n — i et n — 3, et opérant comme au précédent 

problème , on a oc' = ^c^ ; le numérateur et le dénomina- 
teur étant des monômes , on retrouve le lemme. 

Observation , Il est presque inutile d'ajouter qu'on doit 
et qu^on peut former A et B avec lés lignes qui se trouvent 
déjà dans les polynômes. 

rV . Problème . . Consti^uiœ la valeur de x dans V équa- 
tion x'" = M ; M étant un polynôme rationnel de de- 
gré an. 

Solution, On réduit d'abord le polynôme à un monôme 
par ce qui précède. Supposons donc que M soit un mo- 
nôme de degré 2/1: deux facteurs peuvent être réduits à 
un carré ; ddnc tout le monôme peut être, converti en un 
produit de n carrés. Extrayant de part et d'autre la ra- 
cine carrée, on obtient x'*=Mi, où Mi est de degré w 5 si « 

est pair, on est amené à une équation de degré -; et ainsi 

de suite. Donc, si n est une puissance de 2, la valeur de 
X est constructible géométriquement; et, en tout cas, on 
peut parvenir à'une équation de degré impair, mais qu'on 
ne sait pas construire. 

Observation, Il est bien entendu que M n'est ni néga- 
tif, ni une puissance parfaite d^ordre T.n. 

V. Problème. Cofistruirex = a\m-^ a est une ligne, 
p un nombre entier positif et m un nombre. 

Afin, de Uathêmat.^ l. VIH. (Avril 1849.) "^ 
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Solution. On a j:'' = ma^\ faisant nia =6, on a 
.r'' = &«''"*, expression qu'on saura construire si p est 
une puissance de 2. 

VI. Problème. Construii'e 

a ^m -h Ox \mi -h «, v^/n, H- . . . ^ 

\//i 4- V^ H- ... 

a, Af^ ^sv** <^o/i/ des lignes^ p^ Pi, ^t,..., ^, 1^1, ^tv* 
50/1 f des puissances de 2, et m^ mi, mt,.-- ^'^'^ /lom- 
irej posàifs. 

Solution. Multipliant haut et bas par une ligne quel- 
conque h , on obtient 

r Pi 



_ sjmaPbP -h s/mta^^^bPi 4- . . 



7i 



V^^ -f- v^/î, br 

Chaque monône du numérateur se ramène à un carré , et 
chaque monôme dû dénominateur à une ligne; donc on 
sait construire x. 

Exemple. Partager la longueur a en deux segments 

qui soient entre eux comme v^ : v^; les deux segments 



a J3 a Jn 

»ont7- rr et , ^^,_ - 

Le premier sèment est égal à 

» « 



<fl • i« 



v/3 a" -f- V 7 ^'" \/6fi' -h sjb, rt'- 
ou 
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On sait construire chacun de ces monômes*, de même 
pour le second segment: 

Vn. PROBLàMB. Construire X =1 àPi^ a est une ligne 
etV une fonction trigonométrique rapportée aux angles 
a,/3, y, efc. 

Solution, L'angle a étant donna, ou prend sur un des 

côtés de cet angle , à partir du sommet Â , une longueur 

arbitraire A6; du point B on abaisse BC perpendicu- 

BC 
la ire sur Tautre côté; on remplace sina par — ^ cos a 

AC BC 

par -— î tanga par — ;? etc. -, de mêtne pour les angles jS, 

y, etc., etaP ne renfermant que des lignes connues, on 
est ramené aux problèmes précédents. 

VIII. L'élégance dans les constructions consiste à faire 
le moins -d'opérations possible et à ne se servir que des 
données de la figure. • 

Exemple, Partager une longueur AB en deux seg- 
ments qui soient entre eux comme sin a est à sin /3 *, les 

, AB sin a AB sin 6 . 

deux segments sont -r-. ;— 7:» r-r« Au point 

^ sin « + sin p sm a -1- sin p * 

Aon fait un angle égal à a, au point B un angle égal 

â ^ , on forme un triangle ; la bissectrice de Tangle opposé 

à AB partage AB dans le rapport indiqué. Il est évident 

qu'on ne saurait donner des règles pour obtenir des 

constructions élégantes; cela dépend entièrement de la 

sagacité de l'opérateur. 



10. 
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91IKSTI9Ii Vîmm SUR LES RACINIS DBS t«llATMNS {*); 

Pak m. hllot, 

Professeur de mathématiques à Castres. 



Théorème, f {x) = o étant une équation algébrique de 
degré n et ayant n racines Xi, Xi,..., x» inhales, on a 

■ 

Démonstration. On a l'identité connue 



(x — JP,) (x — X,) ... (x — X„) (J>' (x,) {x — x,) 

1 . I 



d'où 

I 



/i_îl\(x-.x,) ... (x — xO (p'(x,) (» — jj 



4- ; r -+-... 



f(x,)(.-5) ■■■ ,'(x.)(.v|=). 

Faisant a: = oo , on obtient la relation (i). 

F^érification. Soit l'équation x^ + /7j: -f- 7 = o^ la re- 
lation indiquée devient 

I I I 

3x; -h/? "^ 3x5 4-/^ "^ 3x; -^p "" ^' 

ou , en ôtant le dénominateur commun , 

3/.'4-6/.(xÎ4-x;+x;)-h9(^î:cî-<-arîx;4-x;xJ) = o. 
Or, par la théorie des fonction^symétriques, le coefB' 

'') MM. Bertrand Pt Hormito examinateni-s. 
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cient de6p est — a/?, le multiplicateur cle 9 est p^-^ donc 
la relation devient 

'6p' — 12/;' -h gp^ = o. 

Interprétation géométrique. Soit y=f(x) l'équation 
d'une courbe parabolique de degré n , les axes étant rec- 
tangulaires. Si par les n points (réeLs ou imaginaires) où 
la courbe est rencontrée par Taxe des abscisses on mène 
les n tangentes (réelles ou imaginaires) , la somme des 
cotangentes des angles que font ces n droites avec l'axe 
des X est nulle. 

Nota. Ce théorème est un cas particulier du théorème 
d'Euler. qui sert de fondement à la décomposition des frac- 
tions rationnelles (voir t. IV, p. 295, et t. VI, p. 127) , 
théorème auquel Tillustre Jacobi a donné une si belle gé- 
néralisation (t. VU, p. 114)9 ^^ qui donne lieu à. un 
théorème de géométrie que nous consignerons ailleurs. 

aUBSTION D EXAMEN. ÉQUATION DE L'HYPERBOLOIDE DE 
RÉVOLUTION A UNE NAPPE C'); 

Pae m. TILLOT, 

Professeur de mathématiques à Castres. 



Trouv^er la surface décrite par une droite assujettie à 
rester à une même distance d\ine droite fixe, a%^c la- 
t/uelle ellejorme un angle constante 

Solution, Prenons la droite fixe pour axe des z, et 
pour plan des xj celui que décrit la plus courte distance 
entre la droite fixe et la droite mobile. Soient Q Tangle 
constant et r la plus courte distance donnée; soient 
( I ) . or = fl* 4- x, j = ^^ -h P 

les équations de la droite mobile. 

''.'\ MW. Bertrand et Hermite examinateurs. 
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Faisant 2 = o, ou obtient 

J.a projection de la droite mobile sur le plan xy étant tan- 
gente au cercle de la plus courte distance a pour équation 

(3)- fj-h«ar = rS - 

et Ton a 

I 

Il faut donc éliminer les quatre; quantités variables a, />, 
a, |3 entre les cinq équations (i), (2), (3), (4). 
l/équation (2) devient 

et r«iuation (3) devient 

Y ( V — hz) -^x(x — nz)=: r»; 
d'où 

•r' 4- j^^' — z" taug' ô = /•'. 

Remplaçant Q par 7: — &, l'équation ne change pas , ce qui 
indique une deuxième génération de la surface par une 
droite ; et si l'on mène par Taxe des s un plan quelconque, 
la section est luie hyperbole, toujours la même, ce qui 
donne une troisième génération de la surface par ini«» hy- 
perbole tournaille. 

Nota, Un problème intéressant est celui-<îi : Étant 
donnée rêquation générale d'une sw/ace du second de- 
gré, axes obliques, à quels caractères peut-on reconnaître 
que la surface est un hyperholoïde de rév^olution à une 
nappe? Le cas général a été traité par M. Bourdon, dans 
la Correspondance sur V Ecole Polytechnique-, t . Il . 
p. 187 et 2:u>; i8r i^. 
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■ 

COVhS SDR LA THÉORIE DES NOMRRES , AD COLLEGE 

Dl FRANCE. 



Ce cours , destiné au petit nombre , au pusillus grex, 
est (ligne de Fidée sublime qui a inspiré la création d'mi 
établissement dont Tesprit a été si fatalement altéré , dans 
ces dernières années, par l'invasion de la politique^ pro- 
stituée audacieuse, touchant tout, souillant tout. L'en- 
seignement est confié à un jeune savant dont les brillants 
débuts ont attiré l'attention d'un Jacobi , et dont les Nou- 
vielles Annales se glorifient d!avoir accueilli et préco- 
nisé le virginal speech^ comme disent les Anglais [voù^ 
tomel). Plusieurs professeurs des départements expri- 
ment le désijr de connaître la substance de ce cours , que 
mes occupations ne me permettent malheureusement pas 
de suivre. Si un auditeur mieux favorisé avait la généro- 
sité de me faire parvenir des renseignements , je m'em- 
presserais de les publier avec reconnaissance. On contri- 
buerait ainsi à propager des théories où Tabstraction 
mathématique se manifeste dans toute sa beauté, grave 
et puissante. 

Puissent les Exercices de M. Lebesgue obtenir les en- 
couragements que méritent une telle science, un tel 
auteur! 



THiORBlIE SDR LES ARCS DE CODRBBS -, 

Par m. STREBOR. 



Soit r le rayon vecteur mené d'une origine fixe à un 
point quelconque d'une rourbe donnée, et soit w l'angle 
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R et r désignant les rayons des cercles O et O^ Ces 
deux relations donnent 

OG. OA — O'G' . CB = R= — r». 
IK étant an axe radical , on a 

5k' — O'k' = r» — r' ; 
d'où 



} 



(i) OG.OA — 0'G'.Q'B=:OK' — O'K. . 

Les deux triangles AG'P' , OPG étant semblables , 
donnent 

G'P'.GPrrOG.AG'. 

De même, les deux triangles BG'P', OPG sont sembla- 
bles et donnent 

G'F.GP = BG'.0'G. 

Goihparant les deux égalités , on en déduit 

(2) AG'.OG=:BG'.(yG. 

Ajoutant membre à membre les deux égalités (1) et (2) , 
on trouve 



-a . — i 



OG (OA -h AG') — O'G (O' B 4- BG) = OK — O'K , 
ou 

OG . OG' — OG . OG' = Ôk' — O'K*. 
Or 

OG=:OK-hKG, OG' = OK — G'K, 0'G = 0'K— KG 

el 0'G'=0'K4-KG'; 
d'où 



GK4-KG; ,OK~G'Kj— (O'K— KG; (0'K-hKG';=OK —O K ' 
R/I'ectuant les multiplications et supprimant les termes 
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qui se détruisent, on trouve 

KG.GK-i-KG.O'K= KG'.OK -+-KG'.0'K, 

ou 

KG (OK 4- 0' K) = KG' (OK -t- O'K) ; 



d'où 



KG = KG'. 



THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES ; 

Par m. E. CATALAN. 



Les Traités élémentaires ne contiennent, ordinaire- 
ment, que les premières notions sur les fractions conti- 
nues. Quant aux propriétés les plus importantes, les plus 
remarquables de ces quantités, elles se trouvent dissé- 
minées dans un grand nombre d'ouvrages. J'ai cru faire 
une chose utile aux élèves , en essayant de leur donner un 
résiuné succinct de la théorie dont il s'agit. 

I. — Préliminaires, 

\, On appelle, en général, //'flc/iOTi continue y toute 
expression de la forme 

a -\ L .-. 



c 



mais, dans les Kléments. on réserve plus particulièrement 
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m nom aux quaiiiités telles que 



a 



h + 



c + 



• • > 



k^.i Ton supposé même , pour plus de simplicité , que les 
nombres a^b^c^d^ etc. , sont entiers et positifs. 

2. Il est facile de développer, en fraction continue 
ayant cette dernière forme , une quantité commensurable 

quelconque. Soit, par exemple, x = -^» En extrayant 

les entiers , on trouve 

120 I 

107 



m 



mais 



— i = I. -h -î^ = I + 
I 20 I 20 



m) 



A son tour, la fraction -7— se transforme en 

47 

26 
= 2 



47 /47\' 






et ainsi de suite. On a donc , au lieu de la fraction ordi^ 
naitv proposée, la fraction continue équivalente 



I 

x = I H 

I 

I -h - 

2 



I 

1 






1 

r 1 


I 




1 -r 




1 



1 4- 



4+5 
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On voit que les termes i, i, a, i, i , 4? S de la fraction 
continue sont les quotients entiers fournis par 1 opération 
du plus grand commun diviseur, eflTectuée sur 2187 et 167: 
pour cette raison, on les désigne aussi sous le nom de 
quotients incomplets. Il est clair que , pour abréger, on 
peut écrire 

or = I, I, 2, 1,1,4»^* 

3. Pour réduire une fraction continue en fraction or- 
dinaire, il suffit de faire un calcul inverse du précédent. 
Ainsi , Ton aura successivement 

. I 21 I I 5 26 



^-r (¥) 



5 5 , i /2i\ 21 21 



1 I 21 4? 

' "^ =■__"■ ' "^Tâëx "^^ "^^■"^'•••• 

I \2'/ 

5 

Pour plus de régularité, on dispose Tôpération de la ma- 
nière suivante : 

Il 2 1 I 4 ^ 
287 167 120 4? ^-6 21 5 I. 

Les termes de la première ligne sont ceux de la fraction 
continue. Le premier terme de la seconde ligne est } . 
Enfin, un tetTne quelconque rie cette seconde ligne est 
égal au produit du terme précédent par le ternie écrit 
au-dessus de celui- ci y augmenté du teime qui précède 
fie deux rangs le terme cherché, 

4. Avant d'indiquer un autre procédé pour réduire une 
fraction continue en fraction ordinaire, observons que, si 
dans la fraction continue a: 3= a, /», c, ^/,..., nous con- 
servons seulement le premier terme /i, puis les deux pre- 
miers termes, puis les trois premiers, etc. (ces termes 
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étant supposés positifs) , nous obtiendrons des fractions 



C 


=r 


A 

A' 


I 


a 
I 

1 
c 


B 
B'" 


c 


I 

I 


ab 4- I 
aie + a 4- c 


a 


h 


-f- 


bc-^ 


• 



• y 



lesquelles seront alternativement plus petites et plus 

grandes que or. En effet, i° a est <^x\ a** le diviseur h 

I B 

est trop petit: donc -r est trop grand , donc -7 est "> x, etc. 

o B * 

ABC 
Les fractions p? ^> -7» etc., sont, pour des motifs que 

nous développerons plus tard , nommées conv^ergentes ou 
réduàes. D'après ce que nous venons de dire , une réduite 
est plus petite que, la fraction continue y ou plus grande, 
selon que cette réduite est de rang impair ou de rang 
pair(*). 

n. — Formation des réduites, 

5. Pour découvrir la loi des réduites, observons que si , 
dans la seconde réduite — = — 7 — , nous remplaçons b 

par 6 4- - , nous obtiendrons la troisième. Ainsi , 

al b -\ — i+i 
C_ y cj _(g^4-i)g4-g_Bg-Hg_Bg-+-A 

C' "" .1 "~ bcH-i "■ B'c-hi ■" h'c 4- A' ' 



( * ) Si la fraction continue était de la forme » c'est-à dire aï 



C» *^~ • • • • 

olle éiAit plus petite que l'unité, on prendrait pour'prewier terme zéro, et 
pour première réduite, - • 
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car 

A' "" "^ ~ 7* 

Pour former le numérateur de la troisième réduite, 
on multiplie le numérateur de la seconde par le quotient 
incomplet correspondant à la troisième, et on ajoute au 
produit le numérateur de la première réduite. Le déno- 
minateur de la troisième réduite se forme, de la même 
manière, au moyen des dénominateurs précédents. Cette 
loi est générale*, car elle résulte d'un raisonnement que 
Ton pourrait répéter à Tégard de deux quotients incom- 

N P O 

plcts consécutifs quelconques. Si donc— y» :^t ^ sont 

trois réduites consécutives, et si q représente Le quotient 
incomplet correspondant à ~ , nous aurons 



^^ Q' ""P'7-hN'^ 

ou plutôt 

(2) Q=P^4-N, 

(3) Q'=P'7-t-N'n. 

6. Si Ton applique la règle (i) à la fraction continue 
x= I, I, 2, I, I, 4? 5, on trouve, pour les réduites 
conséculivi*s , 

I 2 57 12 55 287 

II 047 32 107 

Ainsi qu'on devait s'y attendre, la dernière réduite est la 
valeur même de la fraction contiuue. 



( * ) Un mode do démonstration bien connu permettrait de vérifier * 
ffostoriori la fjcnrralitP de la formule (1); mais cette vérification eM 
Mij>erfliu'. 
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m. — Propriétés des réduites, 

7. Eliminons q entre les formules (2) et (3) ; nous ob- 
tiendrons 

Qp/ -« Q' p = — (PN' — P'N), 

c'est-à-dire que la différence des produits en croix des 
termes de deux réduites consécutii^es est constante en 
valeur absolue. Et comme , pour les deux premières ré- 

,. A aB ab -\- i i',>v 

diutes -77 = -> -7= — 7 — , cette dm^rence est -h i, on 
A' 1 B' 6 ' 

conclut que 

(4) PN' — FNrrrdZl, 

ou , ce qui est la même chose , 
,.. P __N_ ,. I 

. p 
en prenant le signe 4- si-; est une réduite de rang pair. 

Ainsi , la d^érenàe de deux réduites consécutives est 
égale àdoi, dii^isé par le produit des dénominateurs de 
ces réduites, 

8. Ces dernières propriétés subsistent^ quelles que 
soient les valeurs des termes a, b, c, etc. , de la fraction 
continue; c'est-à-dire que ces termes peuvent indiffé- 
remment être entiers, fractionnaires y positifs y négatifs , 
incommensurables y et même algébriques. Les propriétés 
suivantes supposent que la fraction continue a ses termes 
entiers, 

9. D'après Téquation (4), si P et P' avaient un facteur 
conoimun, ce facteur devrait diviser l'unité: donc P et P' 
sont premiers entre eux; et, conséquem nient, toutes les 
réduites sont, ainsi que leur nom l'indique , des fractions 
irréductibles. 

Cette même équation (4) prouve que >i et P sont pre- 
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miers entre eux , et qu^il en est de même pour N^ et P. 
Ainsi, les numérateurs de deux réduites consécutiues 
sont premiers entre eux j et les dénominateurs de ces ré- 
duites sont aussi premiers entre eux, 

10. Les réduites approchent de plus en plus de la 
fraction continue y altemati\fement par défaut et par 
excès. ' 

Pour démontrer cet important théorème, remarquons 
d'abord que si , dans le second membre de la formule (i), 
nous remplaçons le quotient incomplet q par le quotient 

complet q H = y^ nous obtiendrons la valeur 

r-i- 



s 

même de la fraction continue, attendu que nous n^aurons 
rien négligé. Cette formule donnera donc 

Cela étant , supposons , pour fixer les idées , que -p soit 

une réduite de rang impair, auquel cas j^<^3C<^-^^ et 

comparons les différences x — ^^ et ^ — x. 
Or, 

N^"".Pr'-f-N' N'"" (P'/-f-N')N'' 
ou, d'après Téquation (4), 

X — 



X — 



N' (P'^-f-W')lN'. 
En second lieu , 

F _P P> H-N _ Pl!^ — P'W 

■^""•'""P' P'j-+-N'"~ (P>-f-N')P'' 
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OU 

p I 



P' (P'r-f-N')P' 

La proposition sera donc démontrée si nous vérifions 
r inégalité 

' ^ r 

jP'r -4- N') P' ^ ( P\r 4- N') N' ' 

N' 
Laquelle se réduit à ^ <^ /. 

Cette dernière inégalité est évidente : car 

J* = 7H ^ — ;- 

/•H , 

.V -f- ... 

quantité ^ i ^ et , d'après la loi de formation des réduites, 
on a P'>]N'. 

1 1 . L^erreur e que Ton commet en prenant une réduite ^ 

-; au lieu de la fraction continue est , d'après l'expression 
de ^ — a: , donnée par la formule 



( =: 



(P'^--hN')P' 

Pour avoir une limite supérieure de cette erreur, rap- 
pelons-nous que j^ est > I . Si donc nous remplaçons y 
par I , nous aurons 

"^F(P'-hN')* 

Ainsi , ferreur que Von commet en prenant une ré- 
duite pour 'valeur approchée de la fraction continue , 
est moindre que V unité divisée par le produit du déno- 
minateur de la réduite par la somme de ce dénomina- 
teur et de celui qui le précède, 

i2. Si , dans Tinégalité précédente* , nous négligeons '^' 

.Un . de Maihémat. , t. Vlll. ( Mai 1849.) I 1 
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cependant pas la plus remarquable : les réduites jouissent 
encore de la propriété caractéristique suivante. 

16. Chaque réduite approche de la valeur de la frac- 
tion continue plus que toute autre fraction plus simple. 

, . N P 
Soient deux réduites consécutives ^«79 5? ^ entre les- 
quelles tombe la valeur de x; et supposons qu'une frac- 

tion 77 soit plus approchée de x que ne l'est ^« Cette 

j^ . N P 

fraction -p sera comprise entre ï^ ^^ 579 ^t nous aurons, 

en supposant — de rang impair, 

N' ^ ;fr' ^ P' 

Cette double inégalité donne 

>t N P N 

ou 

ou simplement 

Le numérateur ftN' — A'N n'est pas nul, sans quoi 

nous aurions -n=^ n^ 1 €?t la fraction 77 serait moins ap- 

a' N a * 

P 
prochée que ^ ; donc ce numérateur est au moins égal k 

I ; donc , par compensation , A' ^ P. 

En renversant les fractions =7» 77, =;>, on aurait 

rï y P' 

r *' P'. 

d'où , par un calcul semblable au précédcnl , A >> P. 

1 1. 
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Ainsi, pour qu'une fraction — soit plus approchée de .r 

n 
P . 

c[ue la mluîte ,, i] faut qu'elle soit plus compliquée que 

cette «kluite : cette conclusion est précisément l'équiva- 
lent de la proposition énoncée. 

J\. — Convergentes intermédiaires. 

1 7 . Dans la formule générale ( i ) , remplaçons q par 
les nombres entiers o, i,.**? ^\ nous formerons une suite 
de fractions 

N N-f-P N 4-/P NH-(f-H)P Q 

TV'' iTTT''"*' N' + 'P'' N'H-(i-hi)P''"*' Q'' 

liCs termes extrêmes de cette suite sont les réduites —,? ^,- 

W Q' 

Quant aux autres fractions, elles jouissent de toutes les 
propriétés des réduites, attendu que ces propriétés sont 
une conséquence des équations (2) et (3) , lesquelles sub- 
sistent évidemment , lorsqu'à la place du quotient incom- 
plet q on met un entier quelconque. Les fractions dont il 
s'agit sont appelées convergentes intermédiaires. 

18. On a 

N -h/P _ Nh-(/-4- i)P NF — N^P 

NMWP' ~ S" -+- (/ -h i)P' "" (y-h/P')[N'-h(/-h i)P']' 

N P ^ 

(|uanlité de même signe que — , — — • Conséquemuient. 

N 
lorsque —, est une réduite de rang impair, les conver- 
gentes intermédiaires vont en augmentant. Elles vont au 

N 
contraire en diminuant, quand ''— est de rang pair. 

19. Au lieu de supposer le nombre entiers compris entre 
o Cl (/. on pourrait le faire croître de — oc à H- oc ; alor^ 
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N -+- I P 
rexprossiou z = —. — -, varierait de la manière sui- 

vaute : 

1 ^. Pour I = — 00 , ^ = — : 

p 

•2*\ De /= — 00 à / = — I, z marche de ^ vers 

— — - » c'est-à-dire que z augmente si —, est de rang 

impair; 

^' p N 

S*^. Pour i = o, s = ~, quantité moindre que ■— — — , ; 

donc z a diminué; 

4^*. De £ = o à / = 00 , z augmente ; 

5«. Pour/ = 00, 2 = p(*). 

2(). Soit la fraction continue t = 4î 3, 7, 4i 5. Les 
réduites piincipales sont 

4 i3 95 393 2060 



- , -_ , — , 



I 3 22 91 477 

Par des additions successives , elles donnent les conver- 
gentes itUetinédiaires 

17 3o 43 ^ % ^^ i<^^ 2^3 ^9^ 



> — 5 » — ;r> ^i> — 9"M 



4 7 10 i3 16 19 25 47 P9 

488 881 1274 1667 

1 1 3 204 295 386 

■ • 

On peut même, pour plus de régularité, prendre - et - 
pour premières convergentes principales , et Ton a alors 



(') On pourrait remarquer que cotte dincussion revient à celle de 
l'hyperbole représentée par .) -"=;«-; ,i;- • 
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cette suite : 














(t> a)' 


2 3 

I I 


©• 


1 2 


(^)- 


IT 3o 

T'T 


, 43 

10 


56 69 \ 
i3 16 


82 /95\ 

19' \22y 


108 

' 25 


2o3 

4? 


aq8 
t>9 


(f)- 


488 
ii3' 




881 

204 


1274 
295 ' 


1667 

386' 


/2060 
\477 


')• 





V. — Réduites non consécutives. 

P Q 

21. Considérons plusieurs réduites successives —,, — ,? 

R S 

579 c/9***9 et cherchons les relationsqui existent entre les 

deux termes de la première et les deux termes de chacune 
des autres. A cet effet , prenons les équations 
Q=:Py4-N, R=:QrH-P, S=:Rj-|-Q, T=Sf4-R, 

Q'=P'y-t-N', R'sQV-f-P', S'rrrR'j-f-Q', r=:S'£-+-R', ClC. 

Elles donnent successivement 

QF — Q'P = ± I, RF — R'P = ± r, 

SP'— S'P = ±(rj-+- i), TP'— T'P=±[(«5-i-i)/-Hr], etc. 

D'après ces valeurs, dont la loi est évidente, il s^ ensuit 
ç^e si Von considère la fraction continue ar==y, r, 5,..., 
/e5 dénominateurs des réduites successives seront les va" 
leurs des fonctions QP'— Q'P, RP'— R'P,..., prises 
avec leurs signes ou avec des signes contraires, selon 
que q est de rang pair ou de rang impair. 

22. Comme application, soit la fraction continue 



.r : 



-4i 3, 7, 4, 5, 



, , , ... 4 <3 q5 3q3 2060 ^. 

dont Jes leduitrs sont -f -r-i --» -^^- -7 — • î>i nou.s 

I 3 22 91 477 
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considérons la fraction continue 7 , 4 9 ^ ) '^ réduites 

de celle-ci seront -? -rj : et nous aurons en effet 

14 ^^ 

95. 3 — 22.i3 = — 1, 398 .3 — 91.13 = — 4) 
2060 ■ 3 — 477* '3 = — 21. 

23. Pour arriver à un théorème plus général que celui 
qui vient d'être démontré, changeons pour un instant 
notre notation , et représentons par ^i 9 ^i , ^s? ^49 • • • 9 ^n 
les termes de la fraction continue x. Si nous réduisons 
en fraction ordinaire la fraction continue 

le numérateur de cette fraction sera une certaine ybncfio/i 
des indices A, A, laquelle pourra être représentée par Na,^. 
En vertu de cette convention , le numérateur de x sera 
]>i,,„. Quant au dénominateur, il est évidemment égal au 
numérateur de la fraction ^1, 719 ^«v*? c'est-à-dire égal 
à Nt,„. Nous aurons donc 

•^ = ^1» Çif ^39 •••9 ^i» = fr~' 

La relation QP' — Q'P= ih i deviendra maintenant 

p fit i 
cil supposant ^ue h soit le rang de la réduite ^ = =^ • 

De même, les relations 

RF— R'P=:±r, SP' — S'P = ±:(n-f- i), 
Tp/ _ jfp _ 3t [(rj 4- i)ï 4- /•], 

deviendront 

N,.A^,. N,.A — >:,*+.• N,, A = (— I j*-^' Na^.,,a^ ; , 

Ni,A-^..N9,A — Ni,am.N,.* = ( — I )*-^' Na^;,*-,., , 
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Cl, en général , 

Si , dans cette dernière équation , nous supposons 
k = h-h I , elle donnera 

D'après l'équation (a) , ce second membre doit se 
réduire à ( — i)*+^^ donc Na+î,7,+i =•! : c'est-à-dire que, 
pour la commodité du calcul, nous supposerons généra- 
lement 

De même , eu prenant k = h = n ^ on trouve , au moyen 
de la formule (i) , 

iVil-».3,«= o. 

24. Dans cette même formule (&) , faisons A = i ; nous 
obtiendrons 

ou simplement 
d'où 

et , (;ii changeant k en // , 

i^ 2. A =^ 

Ces valeurs, substituées dans la formulé (6), donnent 

à cause de ^, = jN i , i . 

Dans cette nouvelle équation , faisons h= 2^ nous 
obtiendrons 



d'où 



De même, 
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N,,«= ^^^^ 

«.5 



N, 
Ces valeurs donnent, par la substitution dans (c) , 

N..*.N4.a-N4.*.N,>=(-i)*+^N,,,.Na^,.*. 

Eln continuant de la même manière, on arrive à la for- 
mule suivante, due à Kramp : 

25. application. Soit .r=3,2, 1,4,2, i,3,5, 2, i. 
Les numérateurs des réduites sont 

3, 7, 10, 4?» *o4, i5i, 557, 2936, 6429, 9365. 

Prenons fc = 10 , ^ = 7, gr= 3 ; nous aurons IN '^^i = 9365, 
Ni,A = 557,Ni,^_, = 3. 

Quant aux fonctions représentées par 1N^,a, ^g^if 
^A+î,M elles sont égales, respectivement, aux numé* 
rateurs des fractions continues j^=i, 4? 2, i, 3; 
z=i, 4> 2, I, 3, 5, 2, i; / = 2, I. On trouve 
^V* = 59, Ny,i=:992, Nft^.,,^ = 3. L'équation (7) 
donne donc 

9365 59 — 9ç)2 . 557 = — 3.3; 
i'v qui est exact. 

M. — Fractions continues illintilècs. 

26. Jusqu'à présent, nous n'avons considéré que des 
fractions continues limitées , c'est-à-dire coniposét^s d'un 
nombre fini de termes. Supposons maintenant que la 
fraction continue soit illimitée y et examinons d'abord ce 
que Ton devra appeler valeur d'une pareille fraction. 

Soient x, , .r, , x% , etc., les résultats que Ton obtient 
r|uandon termine* la fraction à $4)ii premier ternit*, ou à se»* 
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28. Toute fraction continue illimitée a pour valeur 
une quantité incommensurable ^ et réciproquement. 

Cette proposition est évidente par les n^' 2 et 3. 

29. D est facile de réduire en série toute fraction 
continue, limitée ou illimitée. En effet, considérons 
d^abord la fraction continue limitée x=ajb^c^d^...^p^q. 

Nous aurons, par les propriétés démontrées dans le 

A_a B A __ I C _^ L- 



Q' P' P'Q' 

Donc , en ajoutant toutes ces équations , 
Q.— __ I I I 



a H 



Q' ' A'B' B'C CD' P'Q' 

Soit par exemple x=3,2, 1,7, 49^)^,2* Les déno- 
minateurs des réduites sont i , 2 , 3 , 23 , 96 , 498 , 3o83 , 
6664 ; et nous aurons 



x=3-H — - 



i.a 1.3 3.a3 23.96 95.49B 
I I 



498.3083 "3o83.6664 

30. Que la fraction continue soit limitée ou illimitée y 
les réduites approchent de plus en plus de la valeur de 
cette fraction. Or, le second membre de Féquation ci- 
dessus étant limité à ses deux premiers termes, à ses troi» 
premiers termes, etc., exprime les valeurs des réduites 

— , 1 — , , etc. Par conséquent, si x est une fraction con- 
tinue illimitée , on aura , en série convergente , 
,^. I I I I 

(b ; X = /I -+- -y-7 — -, - "h -7-7 - 



f Vf ' ' ' 



A'B' B'C CD' D'E 
De plus, TcTrcur que Ton commet vi\ s'arrelanl à nr» 
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terme quelconque est moindre que la valeur absolue de ix 
tc^rme : c'est ce qui résulte des n*" 12 et 13. 

31 . Si une quantité incommensurable x est développée 
en série convergente , on pourra se servir de cette série 
pour développer x en fraction continue. En effet, Té- 
quation (8), dans laquelle Â'= i, donne immédiatement 
les dénominateurs B', C, D', etc., des réduites. On ob- 
tient ensuite les termes ft, c, rf, etc., à Faide des formules 

h = B', c = — —, — y d= — ~ — , etc. En général, ces 

termes a^ b ^ c ^ d^ etc., ne seront pas entiers et positifs; 
mais cette circonstance n'empêchera pas le développement 
trouvé d'être convergent , car on a seulement remplacé la 
série convergente par une autre expression qui lui est 
équivalente, et qui n'en diflère que par la forme. 

32. Comme application, développons en fractiou 
continue le logarithme népérien de a. On a 



1 1 I I I 



par suite 



"i 



a = o, B'=ri, C' = 2, D' = -, E' = ^, F' 

2 O 

" ^ 3 5 - 2.4.6' '''•' 



3^ 
2.4 



puis 



3.5 3 
2.4 ?• 
2.4 



2.4 



b = n' ~ I , (' 



= 1 , rf = — , 6' = 

2 J 



2 



— 2 



2» 



____, __ 3^ 



2^4^' ^ 



3 



2.4*6. 2.4 
3.5 3" 

3j; 

2.4 



2^4' 
3-5' ' "*" 
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loiisëquemmeiit , 

/., = ! 

t 

I H 

I 
I -I 

1 I 



4 ' 4 



» 1 • i • • 



9 _9 
4.16 

Pour simplifier cette expression , observons que 

4 



1 

I 4- 



4 4.' i_^ I 



9 9 . ' 9 9 



4.16 4'i6 16 16 



9.25 9*2^ 

De même , 



I 



_ 9 



I I I 

I H 

I 
^4- 



9 9 



16 16 16 16 



9.25 * * 25 

vi ainsi de suite. Par conséquent , 

I 



/.2 = 



f 

I H 



.-.— i 



I -4- 



16 



25 

I H 

I -f- . . . . 



33. Pour seconde application, prenons la îîérie qui 
donne le rapport de la circonférence au diamètre : 

r I I I 1 

_ I _J _L_ 

l ^ ^^ 1 \) 
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Mous aurons ici 

n=o, B'=i, C'=3, D' = |, E' = ^, F' = |:5v.; 

d'où 



Le développement cherché sera donc 



, etc. 



n 



4 » 

^ I H 

I 



9. 



9 ^'9 



25 2 . 25 

949 

Ce développement subit une simplification analogue à 
celle que; nous avons indiquée tout à l'heure ; et l'on ob- 
tient la formule suivante , due à Rrouncker : 

TT I 

4"" ï 



9 

2 -h ^ X 

25 



49 



2 

34. Si Ton appliquait la même méthode à la série har- 
monique 

I I I I I 

on trouverait 

I 
r = I H 



2* 2». «7 



3' 3'.9 

2'. 4' 



• f 
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OU 

,r=i^ ' — 4 



— 5h ^ 



i6 



ou encore , par une transformation simple , 



-h I -h 



i6 

-7^- 



-34- 



9 

Or la série harmonique est dii^ergente, c'est-à-dire que 
la somme de ses termes peut croître au delà de toute li- 
mite. Conséquemment , la fraction continue que nous ve- 
nons d'obtenir est pareillement divergente ; et les réduites 
de cette fraction, au lieu de tendre vers une limite finie, 
peuvent dépasser toute quantité assignable. 

35. Pour dernière application , cherchons le dévelop- 
pement, en fraction continue, de la base des logarithmes 
népériens. 

Ona 



e-' 



'i.2 1.1.3 1.2.3.4 1.2.3.4-5' '' 
par suite , en comparant à la formule (8) , 

a=Oy A'=i, B' = 2, C'=i.3, 

D'=2.4, E' = i,3.5, F' = 2.4.6,..., 

puis 

2 1.3^ 2.4 I -3.5 

6=2, r=l, r/=:-, r =: , /= — i, g = —, 

I 2 r . 3 2.4 



■ • • 
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Donc 



2 



I I .3 



2.4 



1.3 I .3.5 
2.4 

VU . — Fractions continues péiiodiques. 

36. Une fraction continue périodique est celle dont 
les termes se reproduisent dans le même ordre, à partir 
d'un certain rang. Elle est dite périodique simple, lorsque 
le premier quotient incomplet fait partie de la période. 
Dans le cas contraire, elle est appelée fraction pério- 
dique mixte. 

Les fractions continues périodiques jouissent d'un 
grand nombre de propriétés remarquables , lesquelles re- 
posent toutes sur la proposition suivante. 

f37. Soit une fraction périodique simple m, n, p, q, 
m^ n, p, q^..,: la valeur y de cette fraction sera donnée 
par r équation 



>' = m -+- 



f 



I 



n 



i 

y 



En désignant par j^, et y,^i les résultats que Ton obtient 
en prenant i périodes et /-h i périodes, on a évidem- 
ment 



1 



1 



I 

P+- -~ 



ie dd 

lorscîl 
érioi 



les re-i 






Mais la diilérence entre deux réduites consécutives peut 
devenir moindre que toute quantité donnée \ il en est dé 
même pour 'deux réduites distinctes d'un nombre déter- 
miné de rangs : car cette dernière différence est égale à 
la somme des différences entre les réduites intermédiaires 
et consécutives. Donc yi etj^/^i ont la même limite, la- 
quelle est y. 

38. On peut calculer de proche en proche j^i , j^, , 
ysvî fij /i+i s^ï^s passer par les réduites inter- 

P Q 
médiaires. En effet, représentons par -79 ^ ^^s ^^ 

duites répondant aux termes p^ ^ delà première période; 

et soit ^7 la réduite qui suit ~ , de manière que 

R Q/w -hP 

Si, dans cette valeur, nous remplaçons m par y,, nous 
obtiendrons y,+i 5 donc , en général , 

_ Qr/-hP 

T 

39. Soit =7 la fraction irréductible équivalente à j,, 



nous aurons 

(9) 



Xi^i = 



QT4-PT' 



Q'T-f-P'T" 

et je dis que la fraction contenue dans le second membre 
sera irréductible. 
Soient U, U' les deux termes de cette fraction, savoir: 

U = QT -H PT', U' = Q'T -h P'T'. 

Entre ces équations, éliminons successivement T et T'; 
nous trouverons 

UQ'— U'Q = (PQ'— FQ) T', UP'— U'P=: — (PQ'— P'Q) T. 

Ann. de Matkémai, , tome VUl. (Mai 1849.) t 2 
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-; et ^, soot deux réduites consécutiTes: doue 

par suite, 

UQ' — UQ'=dzr, UP' — U'P-=:ç:T. 

Ces équations prouTent que tout facteur commun i U 
et à U devrait diviser T et T^ Si donc, comme nous 

T . , . U 

Tavons supposé, =^ est irréductiUe, ^, sera pareillement 

irréductible. 

D'ailleurs, la fraction -,j qui donne la valeur de la 

première période, est une réduite; donc toutes les frac- 
tions obtenues par l'application de la formule (9) sont 
des réduites. 

40. Soient, conmie précédeounent, 

T U 

Diaprés le n^ 21, si Ton réduit en fraction ordinaire 

m -h le dénominateur de cette fraction sera 

I 

n H 

I 

la valeur de la fonction TU' — T'U, prise avec son signe 
ou avec un signe contraire. Or ce dénominateur est celui 
do y,, c'est-à-dire Q'; donc 

TU' — T'U = ±:Q'(*). 

Ai, Plus généralement, si dans une fraction péno^ 
digue, simple ou mixte, on considère deux réduites dis- 
tantes d' autant de rangs que Findique le nombre des 

(*) Dans l'application do cette formule, on deyra prendre le signe H-i 
%\ le nombre des tormes de la période est pair. Et si ce nombre est Utfmir, 
on prendra le «iRne -+- ou le nigne — . solon que i sera fMiir ou impair. 
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termes de la période^ lu différence des produits en croix: 
des termes deces deuxréduàes seraégaleaudénominateur 
de la fraction continue équivalente à la période y celle-ci 
étant comptée à partir de la première des deux réduites. 

Ce théorème , aussi bien que le précédent, est une con- 
séquence immédiate de la propriété démontrée au n^ 21 . 

Soit, comme application, la fraction 

OU simplement 

X = 2, 3 (l, 3, 2). 

Les réduites consécuUves sont 

^ 1 Q ^^ 22 '" 4<^ 9^' ^^4' 49^4 
I 3 4 1^ ^4 49 i8i 4*' ^9^ 2187' 



D'un autre côté, Ton a 

Q 9 o 10 O "ï 

1,3,2=^; 3, 2, i=y; 2, I, 3 = -j-- 

Or, 

1». 7. 34— 3. 77=— ( 77. 4*>— 34. 931) = .. .=4-7; 
**• 9- 49 — 4*ï*'= — {11^' 592 — 49*341)=-.=— 3; 

3^ 34.181— i5.4io=— (410.2187— 181.4954)=. ..=+4' 

42. D'après l'équation UQ' — U'Q = ±: ï', nous 
voyons que si T' est divisible par Q', U' sera pareillement 
divisible par ce facteur. Or le dénominateur de jti est 
précisément Q': donc les dénominateurs de toutes les 
réduites y%^ jr,,..., sont dii^isibles par le dénominateur 

de jTx' 

Vni. — Recherche des valeurs des fractions continues 

périodiques, 

43. Toute fraction continue périodique est équiva- 
lente à fune des racines d'une équation du second de- 
gré, à coefficients rationnels. 

12. 
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i^. Soit d'abord une fraction périodique simple 

f = (m, /i, p, q). 

• 

Nous aurons, d'après le n° 37, 

1 



r = w4- 



i-h 



1+y, 



P o 

d'où, en représentant par ^> ^ les réduites répondant 



aux termes p-, ç^ 






Ainsi , la valeur y de la fraction continue périodique 
simple sera donnée par Téquation 

(lO) Q'^t+(P'_Q)^-P=0, 

laquelle a ses racines efe signes contraires. Il est d'ail- 
leurs manifeste que la racine positive seule répond à la 
question. 

2". Si la période avait un seul terme m, Téquation qui 

donne j^ serait simplement y =m H — ou 

^ I I ) 7' — mjr — 1=0. 

3". Soit maintenant une fraction périodique mixte 

07 = a, b, r, d, e, (ni, /ï, p, q). 

En représentant encore par^ la fraction périodique sim- 
ple [m^ n^ p^ q)^ nous aurons 

X =zay by c, f/, e, y\ 

DE 
d'où, v\\ appelant --,» — les réduites qui correspondent 
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aux termes r/, 6* , 

(12) j: = --r ;• 

Cette relation donne 

F/x — E' 



r = — 



puis, par la substitution dans (12) , 

.^ "^^ ) — P(E'x-E)* = o. 

Or cette équation est du second degré , el ses coeffi- 
cients sont rationnels. 

4*^. Si la partie non périodique avait un seul terme a, 

on aiu*ait jc = a -h - 5 et Téquation ( 1 3) serait remplacée 
par 

(i4) P(x-i,)«~(P'-Q)(x-r,)-Q' = o. 

5^. Si la partie périodique et la partie non périodique 
n*ont chaccme qu'un seul terme ^ Téquation (11) donne 

(i5) (x — ay-hin[x — a)— 1=0. 

6**. Enfin, si x = -, d^où j^= -, les équations (10) ou 

(11) donneront encore des équations du second degré en x. 

La proposition énoncée est donc démontrée dans tous 
les cas. Mais nous pouvons aller plus loin et discuter les 
équations (10), (11), (ta), etc. A cet efiet, établissons 
d'abord le lemme suivant. 

44. Soit X une fraction continue, plus grande que 

D E 

r unité, et soit a:' la fraction continue inverse. Si rr-,^ ^ 

sont les deux dernières réduites de x, celles de x' 
E' E 

Une fraction continue j:' est dite inverse d'une fraction 
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continue x, lorsque les termes de la première sont ceux 

de la seconde, écrits dans un ordre inverse. 

Cela posé y soit x = a^b^Cjdje^ d^où x' = e, d^ c, i, a. 

£ 1 

De E==De-hC Ton déduit- =©-+--. Par la même 

C 

raison , - = rf -h p , et ainsi de suite jusqu'à - = i -f- - 

B 

E 
Donc -=:e, d^ c, A, a = j/. On verrait de même 

E' 
que— , = e, rf, c, A. 

45. Si la fraction continue x est symétrù/ue ^ c*est-i- 
dire si ses termes sont tels que a^h^c^ 6, a, alors x' = x, 

E' D 
donc fw = fv ) ^" simplement E' = D. Ainsi , dans une 

fraction continue ^métrique, le dénominateur de la der* 
mère réduite est égal au numérateur de t ayant-^mière. 

46. Remarque. On peut de bien des manières par- 
venir à Féquation qui donne la valeur d^tme fraction 
continue périodique. En effet | on ne changera pas cette 
valeur si Ton comprend, dans la partie non périodique, 
plusieurs termes appartenant à la période, ou si Ton prend 
plusieurs fois celle-ci , au lieu de la prendre une seule 
fois. 

Soit, par exemple, x = 2 , 3 , 5 (i , 4)- 
Si nous posons j^ ==(1,4)9 i^ous aurons 

jf=2,3,5,7, r = "i4»r; 

d^où 

^- ,6r^-3' ^-^4jr-hi' 

puis , par réJiminatioii de j , 

2:80:' — t34 Jc -h 1 37 = o. 
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Mais si nous regardons, comme appartenant à la partie 
non périodique , les termes 1 9 4 9 > de la période , et si 
nous posons jr' =z (4^ i ) 4 9 ) <ious aurons 

a:=2,3, 5, I, 4, l,/', 7' = 4* "> 4» h y' y 

puis 

1 117' 4-92 ■ *^ 67' -h 5 

L'élimination de j' donne ensuite Téquation trouvée 
ci-dessus. 

47. Revenons maintenant au n^ 43. En discutant les 
dîfTérents cas qui se peuvent présenter, et en supposant , 
pour plus de simplicité, que la fraction périodique soit 
plus grande que Vunitêy nous obtiendrons les théorèmes 
suivants : 

i^. n équation (10), à laquelle donne lieu une frac- 
tion périodique simple ^ a ses racines de signes contrcures. 
Et si on désigne par a la fraction continue ini^erse de la 
fraction proposée , la racine négatii^e de cette équation 

I 
est • 

a 

D'abord^, Téquation (10) a* ses racines de signes 
contraires, puisque son dernier terme est négatif. En 
second lieu, d'après le n^ 44, la fraction inverse serait 
donnée par Téquation 

•^ -^ p/ 4- p' ' 

ou 

P/'-+-(P'-Q)7'-Q' = o. 

Et il est évident que cette dernière équation ne dirtère 
de (10) que par le changement de 7 en ;• 

2". Si la période a un seul terme, F équation résultante 
a ses racines récipwqucs, et de signes cont/mres. 
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Ed efl'et, dans l'équation (ii), le produit des racines 
est égal à — i . 

3**. Plus généralement, si la période est symétrique ^ 
V équation du second degré ù encore ses racines réci- 
proques , et de signes contraires. 

D*aprcs le n° 4o , le dénominateur Q' est é^jal au numé- 
rateur P; donc Féquation (i5) devient 

4*^. L* équation ( 1 3 )^ à laquelle donne lieu une fraction 
périodique mixte qui a plusieurs termes non périodiques, 
a ses racines positivées. 

L^équation (i3) résulte de Télimination dej' entre les 
deux relations 

(lo Q'.)'-l-(P'-Q)r-P = «>. 

, E.r + D 

il s'agit donc de faire voir que si Ton substitue dans la 

i'orinule (i^)^ successivement les deux racines de Té- 

juatioii (lo), les résultats obtenus seront positifs. Cela 

!Sl évident pour la valeur positive de j^. Quant à la valeur 

négatives , j'observe d'abord qu'elle est comprise entre 

P P P Q , , ,. P' P 

— Q? • P' ^'^ "" Q^ * Q^ ' ^ est-a-dire entre — — et — -• 

(les valeurs ^ mises à la place Aey dans (1^2) , donnent 

D Q^ — EP^ DQ — EP 

DV- E'P'' D'Q— E'P' 

Aciuellenu^nt, nous avons 

K' Q' 
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D'ailleurs e est dinférent de 7, sans quoi e ferait partie de 
la période. Soit e<^q\ alors 

5^9 5^5! 1V9 iV9.' 

D^^P' D^^P'' D'^P' D'^^P'' 

Ces dernières inégalités prouvent d'abord que si y varie 

P' Q 

d'une manière continue entre — /y ®^ — p' ^* valeur 

de X ne passera ni par zéro ni par Vinjini^ donc elle va- 
riera d'une manière continue. 

Ensuite, ces mêmes inégalités donnent 

DQ' — EP' >o, DQ — EP >o, 

D'Q'— E'P'>o, D'Q — E'P>o; 
d'où 

DQ'— EP' DQ— E P 



D'Q'— E'P' ^ ' D'Q— E'P 

Si nous avions supposé e^q^ nous serions arrivés au 
même résultat. 

Puis donc qu*en remplaçant, dans la formule (la), j^ 

par ses deux limites — ^,ex — â; ' 'es résultats de la sub- 
stitution sont positifs, et que d*ailleurs x varie d*une 
manière continue dans l'intervalle considéré, nous pou*' 
vons conclure que la seconde racine de Téquation (i3) est 
positive et comprise entre 



D'Q'-^E'P' D'Q — E'P 

5". Si la partie non périodique a un seul terme a, nous 

aurons x = a 4- - » et la seconde racine de Téquation (14) 

Q' Q i-. Q' Q 

sera compnse entre a — ^, et a — ^' Or, ^, et - sont 

'^*) Ici encore, comme au n*^ 10, on pourrait considérer l'hyperbole 
représentée par l'équation f r_»). 
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puis 



Pour faire passer le radical au numérateur, multiplions 

les deux termes par v^i J -+- ûo «i — (^o — «i Vi) 5 '^^^^ ^^ 
tiendrons 



en supprimant le facteur commun A] . 
Posons, pour abréger, 

nous aurons , identiquement , 
et la valeur de x, deviendra 



— . ^» "^ V^î -^^i^a 






Conséquenunent, l'inconnue Xi est racine de Téqualiou 
{a) fljo:} — ihxXx — a, =0. 

Maintenant, je dis que cette équation est de même na- 
ture que la proposée, c'est-à-dire qu'elle a ses deux racines 
de signes contraires. En effet, le coefficient a% est ce que 
devient le premier membre de la proposée quand , après 
en avoir changé tous les signes, on y remplace x par q^. 
Or cette dernière quantité étant , par hypothèse , la partie 
entière de or, est comprise entre les deux racines de Té- 
quation (16)^ donc, d'après les propriétés connues de» 
trinômes du second degré , 

«,7^ — 2^„7, — fl„<;o, 
on, ce qui est la même chose, «, > o. Donc, etc. 
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L'équalioli (a), ayant ses racines de signes contraires, 
il est clair, d'après ce qui précède, que l'inconnue Xi 
sera la racine positive de cette équation , et que si l'on 
désig;ne par q^ la partie entière de Xi (laquelle sera au 
moins égale à i) , on aura 

Xt étant la racine positive de l'équation 

[b) «j xj ^ 2 63 Xa — fl, = O , 

laquelle se déduit de la précédente comme celle-ci a été 
déduite de la proposée. 

Cette équation {b) aura encore ses racines de signes 
contraires ; et ainsi de suite. 

■ 

Actuellement, la série des égalités 

dans lesquelles ao, ai, /is,..., b\^ b\^ ^!v) ^^^^ ^^ 
nombres entiers positifs ^ prouve que ces nombres ne 
peuvent croître indéfiniment , et ,*conséquemment , qu'a- 
près un nombre limité d'opérations , on arrivera à une 
certaine équation 

^«-+. « xl — '>* bn J^n — n„:=Oy 

dont les coefficients seront ceux d'une équation déjà ob- 
tenue. Conséquemnicnt aussi, la valeur rie x sera pério- 
diquc. 

Considérons à présent le cas où Téquation du s€*cond 
degré a ses racines de même signe. Nous pouvons les sup- 
poser positives : car si elles étaient négatives , il nous 
suffirait de changer, dans la proposée, j: en — x. 

Cela étant, soit 

( 1 7) (if^ x- — ih^ vC -f- rt, = o 
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Téquatiou proposée , dans laquelle a© , «i » Ao sont entiers 
et positifs. 

La plus grande racine est donnée par la formule 



X = 1— î = ^1 H 

Si ces deux valeurs de x n'ont pas la même partie entière, 
Téquation en Xi aura une racine plus grande que i , et 

une racine n^ative : car Texpression Çi-\ doit donner 

Xx 

les deux valeurs de x. Cette transformée en Xt ayant ses 
racines de signes contraires, la racine positive se déve- 
loppera en fraction continue périodique ; et il en sera de 
même pour la plus grande racine de l'équation (17). 

Si les deux racines de cette équation ont la même partie 
entière Çi , la transformée en Xi aura ses deux racines plus 
grandes que Tunité positive ; et alors nous pourrons rai- 
sonner sur cette équation comme nous avons raisonné sur 
Téquatiou (17) , c'est-à-dire que si les deux valeurs de Xt 
n'ont pas la même partie entière , la transformée en .r, 
aura ses racines de signes contraires, etc. 

Remarquons enfin que nous ne pourrons pas trouver 
indéfiniment des transformées dont les deux racines aient 
même partie entière : car, sMl en était ainsi , les deux va- 
leurs de X seraient égales et, conséquemment , ration- 
nelles. 

Le théorème de Lagrange est donc démontré. 

49. Reprenons le calcul qui donne le développcmen l 
de la plus grande racine de Téquation proposée. 

Dans le cas de Féquation (16) , nous avons trouvé 



= 7i H 

a, .r, 



Nommons N la racine carrée entière de A = AJ -|-rto«t» 
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et posons 

6« -4- N = rf, , ^, = fl,^, H- r, ; 

nous aurons de même 

^, -h N = r/3 > «/j = a, 93 -h Tj. 

Mais 

Z», = /i, 7, — 6. = ^0 -4- N — r, — 6, = N — r, ; 

donc 

//, =r a N — r, , 



La loi des dividendes est donc connue. 
D'un autre côté, la relation a, = ao -h 2 60 9i — ^\Ç 
donne 



j 



a, = <?, -4- ^,(?.^, — fl, 9, ) = II, 4- ^1 (2^,— 6, — ' 6.) 

De là le tableau suivant , qui donne la marche du calcul : 

fl, = aiqi H- r,, </,= 2N — r,, û,=rfl,4-^,(r, — r,), 

1/, = fl,^, -h r,, rfa =i 2N — Tj, flr, = flr, -f-^iCr, — r,). 

S'il s'agit de l'équation {17) , il suffit de.changer le si- 
gne de ai. 

50. En appliquant cette méthode à l'équation 

Sx' — 8x — 5 = 0, 
nous aurons 

//, = 3, b,=:/^, ^jf, = 5, A = 3i, N = 5, 
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UIS 

9 = 

lO = 
lO = 

9 = 
6 = 

lO = 
lO = 

6 = 
9 = 

lonc 

81. 

lurait 
a, = 

mis 



3. 3h-o 

2. 5 H-o 

3. 3-h I 

5. 1 -4-4 

6. 1 -h o 
I .lo-h o 
6. i-f-4 
5. I H- I 
3. 3-ho 



d, = 9, 
d^ = 10, 

1/3 =r I o , 

^4 = 9, 

*= 6, 
é4 = io, 

rf, = 10, 

i/.= 6, 
rf„=io, 



H, : 
a, : 

ai : 
a, : 
flj : 
a,: 
û, : 
«• : 

a,«; 



3, 

5-3 
3, 

2-4^3 

3h-3 

5-4 
6, 

I H-4 

6-3 
5-3 



= 2 



5, 
6, 
«1 

5, 
3, 
2, 



x' = f3, 5, 3, I, 1, 10, I, i). 
Pour la seconde racine, prise positivement, on 

3, A. = — 49 fl# = 5, A = 3i, N = 5; 







^1=1, 


a, = 3, 


I =3. 


0-4- I, 


^1= 9' 


flj =5, 


9 = 5. 


i-h4, 


4.= 6, 


Û3 =: 3 H-3 = 6, 


6 = 6. 


1 -+-0, 


^4=10, 


«4 = 5 — 4='» 


10 =r I . 


lO-hO, 


1/^ = 10, 


«s = 6, 


lO :^6. 


H-4i 


r/g = 6, 


û« = I -H 4 = 5 , 


6 = 5. 


!•+■ I, 


rf, = 9, 


/I7 = 6 — 3 = 3, 


9 = 3. 


3-f-o, 


, rf, = 10, 


«g = 5 — 3 = 2, 


10 = 2. 


5-f-o, 


, r/, = 10, 


«» = 3, 


10 =r 3. 


3-M 


, //,o= 9, 


/!,«= 2-f- 3 = 5, 


9 = 5. 


'-f.4 


> • • • > 




donc 









— 4?" = o, (i, I, 10, I, i, 3, 5, 3). 
52. Prenons encore l'ëquation 

62 X^ — t\OÇi X -h 645 =r O , 



i 
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laquelle donne 

62 62 

Pour la première racine , 

/i, = 62, flt = — 645, N = 3, ^, = 2o3; 
puis 

2o3 = 62.3-+-i7, r/, = — II, fl2= — 645-f-3(2o3-hii)=— 3, 

■ 11 = — 3.3— 2, é/3 = 8, «3=62 — 3.193=5, 

8 = 5.1-4-3, r/4 = 3, «4 = — 3-h5 = 2, 

3 = 2.i-hi, f/| = 5, <is = 5 — 2 = 3, 
5 = 3.14-2, </„ = 4> «« = 2-1-1 = 3, 

4 = 3.i-Hi, </7 = 5, «7 = 3 — 1=3, 

5 = 2.2-hl, rfa = 5, £l«=3, 

5 = 3.I-h2, </, =r4, «, = 2-1-1=3,.... 

A cause de d^=^d^ et de a^=za^^ la période est en 
évidence; et x' =: 3, 3, 1, 1^(1, i, 2). 
On trouve semblablement 

x"=3, 5, (i, 2, i) = 3, 5, I, (2, I, 1). 

53. La méthode de calcul qui vient d^fttre appliquée 
donne une limite supérieure du nombre des transformées 
de Téquation proposée. En effet, s'il s'agit de IVqua- 
tion (16), les dividendes sont positifs et moindres que 
2 N -H I . De plus , pour un dividende d^ il y a au plus d 
valeurs du diviseur. Donc le nombre des transformées est 
au plus 

14-24-34- h2N = N(2N 4-1). 

Dans le cas de Téquation (17), comme les dividendes 
peuvent être négatifs, on obtiendrait une limite du nom- 
bre des transformées en doublant N (aN -+- i) (*). 

(*) On aurait une limite beaucoup plus basse que N(3Nh-i)} si l'on 
pouvait assigner le nombre des solutions entières et positives de Tèqua** 
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53. Nous supposerons maintenant, pour plus de sim- 
plicité, que r équation donnée a au moins une racine 
plus grande que V unité positivée : si le contraire arrivait, 

il suffirait de changer x en - ou en — -• Cette restric- 

tion étant admise , si l'on rapproche le théorème de La- 
grange de la discussion faite ci-dessus (47), on arrive aux 
conséquences suivantes : 

1°. Soà une équation du second degré, dont les ra-- 
cines sont de signes contraires, 

Si Von déxfeloppe, en fractions continues, la racine 
posàii^e x' et la racine négatii^e — x" changée de signe : 

La partie périodique de x' sera Viny^erse de la partie 
périodique de x"\ 

Les deux fractions continues sont périodiques simples, 
excepté quand x" est >► i , auquel cas x' a un seul terme 
non périodique, 

7.^. Si r équation du second degré a ses racines posi- 
tivées, ces deux rcu;ines se dé\^eloppent suit^ant deux 
fractions périodiques mixtes, dans lesquelles les parties 
périodiques sont inverses l'une de l'autre. 

Ajoutons, pour que cet énoncé ne puisse pas être en 
défaut : 

I**. Qu'une fraction périodique simple , plus petite que 
l'unité , est nécessairement de la forme 

x' = o, (/w, /i, p, g,. ..y s, 't); 

2^. Que pour avoir, dans x' et dans x^\ des périodes 
inverses l'une de l'autre, il pourra être nécessaire de 
comprendre dans les parties non périodiques, plusieurs 
termes périodiques. 

Ainsi , dans l'exemple du n° 50, nous avons trouvé 

j/ = (3, 5, 3, I, 1, lo, I, i) 
et 

y=o, (i, I, lo, I, I, 3, 5, 3). 

^nn. de Malhémat., t. VIII. (Mai 1849.) l3 



/ 
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Dans le ii" 52, les valeurs des deux racines éuîeut 

x'='6y 3, I, I, (i, I, 2), x"=3, 5 (j, a, i), 

et les pério<lcs n'étaient pas inverses ; mais elles le soiii 
devenues quand nous avons eu écrit 

a:"=: 3, 5, I, (2, i« i). 

54. La racine cart'ée d*un nombre rationftel non 
carré est exprimée par une fraction périodique mixte 
ayant un seul terme à sa partie non périodique. 

Soit A ]e nombre, plus grand que l'unité, dont on 
veut développer la racine carrée en fraction continue. 
Cette racine est donnée par Téquation x* — A = o, et le 
théorème est compris dans celui qui précède. 

Soit x'= ^A=a, (w, ^i, p, q^ r), en supposant, pour 
(ixer les idées, que la période ait cinq termes. Représen- 
tons par r la fraction périodique simple (m, n, />, ^, r); 
nous aurons, d'après le n? 47, 

-^x" z=:^ = a — {r,q, p^ n, m) 
ou 

x"= — a4-(r, 7, /?, /i, m). 

Mais x" =2 x' = a , (///, n, /;, q^ r) \ donc 
— û -f- /• = fl , qz=zm^ P = f^t '» = /?> //i = ^, r=i r, etc. 

La relation — a-^r^a donne r=z2a^ c'est-à-dire que, 

dans le dév>eloppement de ^A , le dernier terme de la 
période est double du terme non périodique. 

Les autres égalités nous apprennent f^' en faisant abs- 
traction du dernier terme 2 a, la période fie v^ est 
symétrique. 

Par exemple, 

V^=r4, (i, 8); v^73 = 8, (1, i, 5, 5, i, i, 16). 

55. Avant de passer à d'autres propriétés, cherchons 
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le moyen de transfoimer unejinction continuey à tcimcs 
positifs et négatifs, en une ant/vi dont tous les termes 
soient positifs. 

Soit, à cet effet, U fraction continue xz=.a — , 

c 
dans laquelle a, &, c ne sont pas inférieurs à Tunité. Cette 
fraction est comprise entre a — i et a ; donc on peut 

écrire a: = a — i + -• En identifiant , on trouve 



6 + i 

c 

= 1 -h 



c r 



Donc 



1 I 



fi8^ n = « — 1-4- 

^ .1 



A -h- 1 -h 



C 



Si & = I, on a simplement 



I 1 
a = fl — I H ' 



I I -f-c 

c 



56. G>mme application , prenons 

I 



jr = I 

I 



3 L_ 

I 



4 



5 

I 



H 



T ^~~ • • • • 
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JVous obtiendrons 


successivement 


















I 


I 
















X 


= "-*- 1 


■ - ■ 1 -j- 


I 






1 -\- 

I .4- 


I -\ 
I 




r 






w 








'^3: 


I -f- 

"^^ • • • 


2H- 




I 












I -f- 


3 


-h 


1 


I 


— 




5 


_ 


• • • 



et enfin 

j: = o, ,i, 1, 2, 1, 3, 4» >> 5, 6, I, 7, 8, I,.... 
57. Revenons à réquation (17), 

a^x^ — 2 h^x -h û, = o ; 

et supposons qu^ ayant réduit Tune des racines en frac- 
tion continue, on veuille conclure de ce dëveloppement 
celui de la seconde racine. 

Soit donc, pour fixer les idées, 

a/ = /5r, by r, d^ e, (/m, /i, p, q). 

Représentons par y' la valeur de la fraction périodique 
simple (m, «, /?, q)'^ d'où x'= a, i, c, rf, e,j''. 

11 est clair, d'après le n° 43, que pour obtenir la se- 
conde racine x" de Téquation (17),' il suflira de remplacer 
j'^ dans l'expression de r', par la racine négative de l'é- 
quation y = m^ w, p, <7,,}'. Or cette racine négative — ;" 
a pour développement — [o, (^, p. n, ///)] (47). G>Dsé- 
quemment, en posant z = (/y, p^ /i, m), 

x" = rt, />>, r, r/, r — 2. 

11 y a maintenant, à cause de e di fièrent de q^ deux cas 
h distinguer : 

i". e^q. Alors la fraction 

I 



e — z = (' — (j — 



P^ 



fi ~T- ... y 
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ou , par la formule ( i8) , 

e — z =z e — q — i -\ 



I 



/l -T- • • • > 



puis 

x" = /ï, ^, r, dj c — ^ — I, I, p — I, (/i, ///, 7, />). 

a**. e<^{/. Dans ce cas , 



7 tf H ; I H 



q — e — 1 + 



P 



et, conséquemment, 

x^ = ay hy r, d — i, i, q — c — i, [p^ 7, «, m). 

Les mèmcsconsidérationss'étendraient àréquation (16)/ 
Ou trouvera les formules générales , soit dans le Mémoire 
de M. Ramus [Journal de Crblle, tome XX) , soit dans 
celui de M. Lebesgue [Journal de Liou ville, tome \ ). 
S8. Applications. Soit Téquation 

62 x' — 4®o ^ "^ 645 = o. 
Nous avons trouvé ci-dessus , pour la première racine , 

.2/= 3, 3, 1, I, (i, I, 2). 

Le développement de la seconde racine sera donc 

jr*' = 3, 3, o, I, o, (i, I, a). 

Pour simplifier ce développement, observons qu'une frac" 
lion telle que a H =04-64-7- Par consé- 



I 

c 

quent. 

x" = 3 , 3 , o , 2,(1, 2 , 1 ) = 3 , 5 , 1 , 2 , I ; ; 
«T cjui est exact 
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Soit encore x' =^ 2, 3, 3, 4? 5, (3, 2, a, 2). Nous au- 
rons, d'après la formule ci -dessus, 

.r'' = 2, 3 y 3, 4 9 ^9 'y I9 (^9 3, 2, 2). 

Et, en effet, si Ton remonte aux valeurs de ces deux frac- 
tions continues, on trouve qu'elles sont racines de l'é- 
quation » 

4ç)o 1 37 x'^ — 2 256 768-1: -f- 2 597 744 = o- 

D'ailleurs, cette équation étant résolue donne 

_ I 128384 ±\/528 
^~^ 490137 

59. Pour terminer ce paragraphe, résolvons les équa- 
tions du second degré auxquelles on est condût lorsqu'on 
cherche la valeur d'une fraction continue périodique. 

D'abord, l'équation (10): Qy ^- (P'_Q)j.^P=:o 
donne 

- (P --Q)±v^(F^Q)^-h4Py 
^"" 2Q' 

iMais PQ' — P'Q = ±: I ; donc 

_ ^ (F - Q) ± v/(F T"q7± 4 

Plus généralement, soit l'équation (i3) 

Q'(D'x— D)'— (P'— Q) (D'x-D) (E'x— E)— P(E'^— E)~o, 

ou 

[Q' D'* — ( F — Q) D' E' — PD"] Jt^ 

— [2(Q'DD' — PEE) — (P' — Q) (DE'-H b'EjJj- 

-f-Q'D» — (P' — Q)DE— PE'= o. 

Kilo donne 

2 iQ' DD' — PEE' i- , P' — Q ) i DE' -h D' E j zh yL 



■r =z 



2 fQ' D' — PE" -~ f p' — Q^ D' E' 1 
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en représeutaht par L la fonction 

[2(Q'DD' — PEE') — (P' — Q) (DE'-f.iyE)p 
— 4[Q'D'»— PE'»— (P'— Q)D'E'][Q'D'— PE'— (P'— Q)DE]. 

En développant cette fonction , et ayant égard aux relar 
lions PQ' — FQ = ih I , DE' — D'E = zh i , on trouve 
qu'elle se réduit à (P^ — Q)" ± 4- 

II suit de là que si Ton cherche la valeur d*une fraction 
continue périodique, le radical contenu dans cette valeur 

est de la forme \u* ± 4, laquelle, si u est pair, se réduit 

à 2 V m" zt I . Par suite , d'après le théorème de Lagrange , 

Tirrationnelle vÀ , dans laquelle A est un nombre entier, 
ne doit dillérer que paç un facteur commensurable X de 

l'irrationnelle v^a'db 4- En d'autres termes, on peut tou- 
jours satisfaire i Téquation AX* = m' rb 4* 

Cette remarque est utile dans l'analyse indéterminée 
du second degré. 

IX . — Sur le rapport de la circonférence au diamètre, 

6U. La formule de Bix)uucker, démontrée ci-dessus, 
ne peut pas servir à calculer des valeurs approchées du 
rapport de la circonférence au diamètre, parce qu'elle 
est fort peu convergente. On peut, ainsi que nous le fe- 
rons voir plus tard, développer ce rapport suivant des 
fractions continues plus convergentes que celle de Broun- 
cker^ mais on ne connaît pas de méthode directe qui 
permette de le développer en une fraction continue ayant 
ses termes entiers. 

Pour suppléer à la connaissance de cette méthode^ ob- 
servons que le rapport dont il s'agit est compris entre 

3,1.^ 1 59?.G5358()7<)3 er 3,i4i597.65358<)7()/{, 
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c'est-à-dire entre les deux fractions 

314159265^589793 3141592653589794 

1 000 000 000 000 000 1 000 000 000 000 000 

Si donc on réduit ces deux quantités en fractions conti- 
nues, les termes communs aux deux déyeloppements 
appartiendront au développement cherché : c'est là une 
proposition qu^il est très-aisé de démontrer. 
Cela posé , on trouve 

3 1 4 1 592 653 589 793 

I 000 000 000 000 OOQ 

= 3, 7, i5, 1, 292, 1, I, I, 2, I, 3, I, i5,. .. ; 

3 14 1 592 653 589 794 

1 000 000 000 000 000 
= 3, 7, i5, I, 292, 1, I, I, 2, 1, 3, 1, 14, 

Conséquemment ^ 

TT = 3, 7, l5, I, 292, 1, 1, Iy2, 1, 3y ly.... 

On aurait obtenu un plus grand nombre de termes si Ton 
avait pris un plus grand nomJ:>re de décimales dans la 
valeur de tt. 

61 . Formons actuellement les réduites de la fraction 
continue qui vient d'être écrite, et nous obtiendrons les 
valeurs suivantes, qui approchent de plus en plus du 
nombre tt , alternativement par défaut et par excès : 

3 22 333 355 103993 io4348 
I 7 106 ii3 33 102 332i5 

20834» 312689 833719 
66 317 99532 265381 

La première réduite est fort peu approchée. 

Lu deuxième, — •» est égah» au rapport tV^Irchimèdej 

7 

rllr est approrhéc à moins de .. = —7-. 

' ' 7 . 100 742 
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La troisième réduite donne le rapport de Riuard, 
La quatrième est égale au rapport trouvé par Adrien 
Métius. Ce rapport , qui n'est guère plus compliqué que 
celui de Rivard, est beaucoup plus approché, car il dif- 
fère de TT d'une quantité comprise entre 



I I 

i et 5 

ii3.33io2 ii3(33io2 + ii3) 

c'est-à-dire entre 

I I 

et ~— — . 

3740626 3753295' 

Si , à Taide des réduites principales que nous venons 
de calculer, on formait les réduites intermédiaires, on 
obtiendrait d'autres expressions approchées du rapport de 
la circonférence au diamètre. 

62. Reprenons la fraction continue 

ir = 3, 7, i5, 1, 292, I, I, 1, 2, 1, 3, I, 

Si nous voulons la rendre plus convergente, transfor- 
mons-la en une autre qui ne renferme plusi. de termes 
égaux à Tunité. C'est à quoi nous parviendrons au moyen 
de la formule (18). Cette formule donne, en elTct, 

i5 H = 16 

I 



I H 2q3 -4- - 

1 ^ I 

292 



i 



Klle donne ensuite 

293 4- — — = 2Ç)4 ' -^ 



1 H 2 H 

I I 

I H I 4- - 

1 7 

I 



::=i 21)4 "^ ~ " 

,1 — ^' • • • - 
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donc 

7: = 3-+- 



,6 '—- 

I 



294- 



3 — 



3 



I 



I -h ... , 



OU encore 

TT = 3 -I- 



7 



I 



iG -H - 



-294 



I 



1 



— 4 "^ . • • • 



(>3. Ayant développé tt en fraction continue, on peut, 
à Taldi; de la formule (8), développer ce même nombre 
eu série convergente. On trouve ainsi 

7 7.10b lob.iio 

I I 1 



Il 3. 33 102 33 102. 3321 5 332i5.Db3i7 



>.-« - -4- 



66317. c>9532 ç)9532. 265381 

La série devient encore plus convergente si l'on prend 
pour fraction continue celle qui vient d'être écrite. On 
U-ouve alors, en effet, 

^__3 ^ ' [ 1 

7 7.113 1 I 3. 3321 5 

1 I 

;: 4- . . . 
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BMGRAPIHE 



CiRODDE. 



Nou^ aYon^ à raconter une vie , sans incidents ^ courte, 
iuais bien remplie; la vie d^un homme intègre, bon 
époux, bon père, bon citoyen et excellent professeur. 
Cirodde (Paul-Louis) est né le 18 décembre 1794 9 « 
Issoudun j seconde rille du Berry, et occupant une place 
liondrablQ dans les annales de cette ancienne province. 
Admis aU lycée de Bourges , le jeune Cirodde fit des études 
si brillantes, qu'à Fàge de dix-huit ans il fut nommé, par 
IM. de Fonlanes , régent de mathématiques au collège de 
Chateauroux. Voué désormais à renseignement, il partit 
du premier échelon < Nous le trouvons, eu i8i3 , profes^ 
sant les classes de grammaire au collège de Sancerre ; en 
18149 régent de. mathématiques au collège de Saint' 
Benoit-du-Saultz; de 1817 à 1818, maître d'études au 
^ collège de Meaux-, de 18 18 à 1820, maître d'études au 
collée royal Louis-le-Grand; et de là, envoyé, par ar- 
rêté de la Commission d'instruction publique , du 3 octo-' 
bre 1820, au collège de Dijon pour y professer les ma-^ 
thématiques. Après quinze années d'exercices , Cirodde 
entra dans la carrière littéraire par ses leçons d'arith- 
métique, en i835, et continua depuis à publier ces Traités 
élémentaires qui ont eu tant de succès , d'autant plus flat-^ 
teurs qu'U y avait lutte entre des ouvrages analogues, 
d'un mérite intrinsèque , et auxquels la position officielle 
des auteurs donnait un cours forcé ^ c'est que Cirodde 
possédait à un haut degré l'exégèse , sous forme catéché" 
tique du professeur, et savait, en écrivant, éviter les deux 
ècueils du genre : le niais et le verbiage. Savoir ce qu'il 
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ceuses des probabilités sont celles de la durée vitale : 
ance indéterminéepour chacun , à court terme pour 
. Les premiers symptômes du mal , précurseurs que 
. voulons rarement reconnaître , se déclarèrent à 
le, dans un voyage d'agrément que Cirodde fit avec 
2 sa famille, pendant les vacances de 1847. Après 
courte maladie de cinq jours , il a expiré le a4 j^n- 
1849 ) ^S^ ^^ cinquante-quatre ans , et ayant conservé 
u'au dernier moment toutes ses facultés intellectuelles 
iates%es opinions philosophiques. 11 laisse une veuve , 
r de M. Vaillant, général de division du génie , et deux 
ses élèves , qu'il a fait entrer ensemble à TEcole Po- 
chnique, en i843> et qui ont été admis ensemble, 
845, dans le corps des Ponts et Chaussées. Ils pro- 
tent de porter dignement un nom honorable : noblesse 
'ge, Tm. 

Ouvrages de Cii*odde, 

**• Leçons d'Arithmétique ; în-8° de 12 feuilles f. Di- 
, i835. — 3*" édition; Paris, 1839. — 4* édition; 
18, 1840. — 5" édition; Paris, i843. — 6* édition; 
15,1845. — 7* édition ; Paris, 184'». — 8*" édition; 
15, 1847- {y o\T Nouvelles Annales,) 
\^. Théorie de rÈlimination entre deux équations 
degré quelconque entre deux inconnues ; in-4" Av. 
euilles. Dijon, i835. (Par la division, méthode de 

1°. Leçons de Géométrie théorique et pratique ; in-8" 

24 feuilles. Dijon, i836. 

4®. Abrégé d'Arithmétique; in- 18 de 3 feuilles. Di- 

i, 1840. — 2*^ édition. Dijon, 184^. 

^^. leçons de Géométrie y suivies de notions élémen- 

res de géométrie descriptive; in-8'^do 28 feuilles. Paris, 

44. (I-a couverture porto 2** édition.) 
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l'équaliou de la tangente en P' est 

_ B'x" B' 

U's cooixlonnées du point d'întersection I sont 

donc Téquation de la droite CI est 

Il faut faire voir que cette équation est satisfaite pour 
les coordonnées du point milieu de PP', coordonnées qui 



sont =^ ei ; c'est-à-dire il faut montrer que 

Ton a 

ou 

A»B» (a»/» + ^' x'O -H A^ fl^ ( B» — ft' ) j ' j " 
— a^b^ (B«x^» H- AV"*) 4- B»^» (a« — A») x'jr". 

Or (j:', ^') étant sur la première ellipse, on a 

(j:'', ^ '^) étant sur la seconde ellipse, on a 

A»j''»-hB«x"'=A»B'. 

11 suffit donc de démontrer que 

— a^A^y'y"(b' — B») = ^'B'x'.r" (a' — A'). 
Or, les tangentes étant perpendiculaires, on n 

a^A^y" y' -=1 — ^'B-.r'a:"; 
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les deux (Jlîpscs étant homofocalcs , on a aussi 

A» — B' = fl' — A*. 

La relation ci-dessus est justifiée; donc le théorème est 
démon tfé. 

Nota. Le lieu géométrique du point I est un cercle 
concentrique aux ellipses, ce cercle est touché au point I 
par le cercle décrit sur PP' comme diamètre {voir tome V, 
page 127) -, donc le rayon CI passe par le milieu de PP'. 
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Traité élémentaire de navigation à Tusage des officiers 
de la marine militaire et de la marine du commerce: 
par V, Caillety examinateur de la marine , membre de 
la Légion dlionneur. 

Cours de l'école navale, première année d études ; t. P', 
texte. Brest, 1848. Grand in-8° de 277 pages, i3 pi. 
lîlh. ; par V, Caillet, professeur d'hydrographie de 
première classe, chevalier de la Légion d'honneur, 
chargé à TEcole navale de renseignement de l'astro- 
nomie, de la navigation et de la géodésie appliquée â la 
marine 5 t. 11, Tables. Brest, 1846, grand in-8° de 
217 pages. 

Le premier Traité de navigation, vraiment didactique, 
est celui de Georges Fournier, jésuite de Caen. Son ou- 
vrage , très-longtemps classique et qu'on consulterait en- 
core avec fruit, est devenu extrêmement rare; il porte 

( * ) Tous les ouvrn(ros annonces dans les Nouvelles Annales de Matké* 
matiqucs se (rouvcnl cher. M. Bachelier, libraire, quai dw Aii^stins, 



i|0 ^^. 
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|>our lître : Hydrographie contenant la théorie et la 
pratique de toutes les parties de la nav^igation, Paris, 
1643 et 1667; 2* édition, în-folio. 

De nos jours, un homonyme, M. Fouruier (C.-F.), 
naguère examinateur de la marine, a composé aussi un 
Traité de navigation, adopté pour les Écoles d'hydro- 
graphie, et qui est parvenu, en i845, à la ^^ édition. 
L'auteur, ayant navigué lui-même , a résolu avec talent 
les problèmes pratiques. Mais, dès 1808, le savant Du 
Bourguet exposa, d^une manière à peu près complète, 
les applications des théories astronomiques à la naviga- 
tion-, destinées à la marine militaire et à la marine mar- 
chande , Tauteur a dû renvoyer aux notes la partie supé- 
rieure aux éléments. 

M. Caillet a suivi une marche différente. Les cinq pre- 
miers chapitres, consacrés à l'astronomie proprement 
dite, donnent au navigateur une parfaite connaissance 
de la voûte céleste et des lois qui régissent les mouvements 
des astres, connaissance indispensable pour comprendre 
la construction des éphémcrides (*). L\isage de ces éphé- 
mérides [Connaissance des Temps) est expliqué , avec les 
préliminaires nécessaires, dans le chapitre VL On y 
trouve une méthode d'interpolation, en supposant con- 
stante la troisième différence, ce qui est toujours suffisant 
pour la pratique. 

Il arrive souvent que plusieurs personnes observent 
simultanément les mêmes distances angulaires *, M. Caillet 
cherche (page 24) quelle erreur peut donner, dans les 
hauteurs observées au même instant, ime différence de 



(•) Ces cinq chapitres, modèles de concision et d'exactitude» imprimés 
à part , seraient très-utiles aux professeurs de cosmographie et d'astro- 
nomie , dans les institutions universitaires. O. T. 

.ifin. de Mathémat., l. Vlll. (Juin 1849.; ^4 
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calculé des Tables usuelles, înséi-ées clans la Connais^ 
sance fies Temps de 1 85 1 ( * ) . 

Les Tables de correction relatives à rintluence thermo- 
métrique et barométrique, au cas où les circonstances ne 
permettent pas d'employer les réfractions moyennes, sont 
d'un usage très-commode. Le chapitre X donne l'expli- 
cation et les applications do ces diverses Tables, ren- 
fermées dans le tome II. 

Le chapitre XI renferme tout ce qui concerne l'in- 
fluence de la parallaxe; et la mesure des demi-diamètres 
du soleil et de la lune fait la matière du chapitre XII. 

Tout ce qui précède peut être considéré comme les pré- 
liminaires; ce n'est qu'après l'exposition de ces théories, 
que l'auteur aborde les applications à la navigation. 

Un marin fait rarement une seule observation , surtout 
pour les calculs d'angles horaires. 11 s'agit donc de savoir 
si la moyenne des hauteurs correspond exactement à la 
moyenne des heures indiquées par le chronomètre. Cela 
arrive exactement pour les astres dont le mouvement est 
r^ulier, et encore pour ceux dont le mouvement peut 
être considéré comme régulier dans l'intervalle des obser- 
vations, si Ton choisit les instants favorables à l'obser- 
vation. 

L'auteur déduit élémentairement toutes les applications 
de navigation de la formule générale 

cos a = ces b cos r -h sin 6 sin c ces A , 

méthode excellente, parce qu'elle est naturelle et qu'on 
s'en sert constamment; et il faut se rappeler que cet 
ouvrage est destiné aussi à des personnes qui souvent ne 
commencent à étudier qu'à un âge où l'habitude du ira- 



(*) Dans ce# Tables, un signe place sur la dernière décimale fait con- 
naître si Tapproximation est par excès ou par défaut; ce qui devrait être 
adopté pour tout4> espèce de Tables approxinialives. O. T. 

i4. 
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vail est devenue assez clifKcile. Dès lors, il taul des mé- 
thodes qui ne changent pas, et ne chargent pas trop la 
mémoire. L'auieur. ne voulant éluder aucune difficulté, 
par des calculs préparés, a mis le marin dans la position où 
il se trouve à la mer, ayant à régler un chronomètre dont 
il connaît la marche diurne et létal absolu. 

Les chapitres XV et XM terminent la navigation^ et 
contiennent les calculs de latitude par tous les moyens 
applicables à la mer. et les calculs de longitude par les 
distances lunaires et les chronomètres, ainsi que les cal- 
culs des erreurs d'observation. Peut-être que, pourreudir 
Touvrage complet, on n'aurait pas dû omettre le calcul 
des longitudes par les éclipses des satellites de Jupiter; 
il est vrai que ce calcul nVst guère possible à la mer. La 
fin de l'ouvrage est consacrée à la navigation par estùiie^ 
c'est-a-dire au moyen de la carte, du compas de route et 
du loch. La théorie loxodromique , la construction des 
cartes sont expliquées avec une extrême clarté, et com- 
modément appliquées. On y donne aussi tous les moyens 
de relèi^ementSy importants dans la navigation si remplie 
de dangers à l'approche des côtes. 

L'entrée et la sortie des ports exigent la connaissance 
des marées. L'auteur adopte les formules de Laplace, 
perfectionnées par M. Chazallon. 

L'ouvrage est terminé par une instruction sur la dis- 
position et l'usage des Tables du second volume. 

Ce second volume, publié avant le premier, renferme 
cinquante-quatre Tables ; toutes sont nécessaires au navi- 
gateur, plusieurs sont entièrement nouvelles, et le plus 
grand nombre d'entre elles est utile à tous les calculateurs. 
géomètres et physiciens. L'arrangement des nombres en 
lignes et en colonnes, la netteté des chiffres, enfin toute 
l'exécution typographique ne laissent rien à désirer. Sou» 
un formai commode, ce volume prendra place non-seu— 
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lemciit dans les bibliolhèques des calculateurs par état, 
mais eticoœ dans celles de tous les hommes instruits qui 
veulent être initiés aux movens de calculer les grands 
])héuomènes de la nature. 

l.a spécialité des Nou\'ellcs yinnalcs ne nous permet 
pas, à Dolre grand regret, de nous livrer à de plus grands 
développements. Nous nous bornerons à dire que l'ou- 
vrage de M. Caillet est le premier du genre qui soit à la 
hauteur de l'état actuel des sciences physiques, techno- 
logiques et mathématiques. 

TERQUEM (Pail), professeur d'h\dn>t;rurhie à Dunkerque. 

Nota, Ceux qui aiment la patrie d*un amour intelli* 
gent , doivent s'affliger de voir que le pays des Cassini , 
des Lacaille, des Lalandc est le seul aujourd'hui où la 
science céleste u'a pas d'organe spécial. Les corps savants 
des Mines, des Ponts et Chaussées font paraître chacun 
des Annales qui enregistrent les mouvements de l'esprit 
humain dans ces directions. Pourquoi notre Observatoire 
nattonal, celle pépinière d'hommes d'élite, n'eu fait-il pas 
autant? Quel immense succès n'obtiendrait pas un re- 
cueil périodique d'astronomie^ publié sous les auspices et 
avec le concours de Tillustre directeur, fondateur des 
Comptes rendus académiques? Ce serait un nouveau 
service, un nouveau fleuron ajouté à une couronne si 
riche. Les services rendus à la science sont les seuls qui 
échappent aux tergiversations des hommes, à la versa- 
tilité des opinions, et qui n'ont à craindre ni Toithli, ni 
ringratitude. Et quelle science! Rien de plus sublime, 
dît Kant, que le ciel étoile au-dessus de nous, et le sen- 
timent du devoir au dedans de nou^. 

Tm. 
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THÉORÈME SIR LES COKIQl'ES MMôroCAUS 

( Voir p. ÎW \ 



1. Lemtne. Le carré de la distance du centre dane 
ellipse à une tangente, diminue du carré de la distance 
du même centre à une parallèle à cette tangente , menée 
par un foyer, est égal au carré du demi-petit axe. 

2. Théorème. Le lieu géométrique du sommet d'un 
angle droit circonscrit à deux ellipses homofocales est un 
cercle concentrique aux ellipses. 

Démonstration. Soient O le centre et F un foyer com- 
mun , P la projection de O sur une tangente à la premiën' 
ellipse, et P' la projection de O sur une droite tangente 
h la seconde ellipse et perpendiculaire à la première tan- 
gente ^ et soient Q et Q' les projections du foyer F sur OP 
etOP'. D'après le Icmme, on a, en appelant h et b'ies^ 
demi-petits axes, 

l^.cs deux relations donnent 



Mais OQ -h 0(^ = Ol\ = c' ; donc 

ÔP' -h Ôf' =0'-^ b'^ H- c'y 

<Ionr rintcrscction des deux tangentes 05t sur une cii- 
(•onféicnce ayant pour centre celui des ellipses, et pour 
rayon la racine carrée de i* -f- i'* + c'. C.Q.F.D. 

Obsers^ation. Le théorème est de M. Chasles, el il en 
a donné celte belle démonstration dans le cours de géo- 
métrie supérieure (ju'il fait à la Sorbonne; cours qu»^ 
serait fré([uc»nté avec cmpnîssement à Londres, à Dubliim - 
à Berlin, à Konigsberg, à (^lOllingue, et, en général 
dans les {grandes cités où les s<'ieiu*es mathématiques sor^ 
ruilivées pour elles-mêmes. 
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NOTE SUR UNE PROPRIÉTÉ DES NOMBRES GIIBIOIIES 

(Voir t. V, p. 640); 

Par m. Alphonse de POLIGNAC, 

Élève de rinsUtution Sainte-Rarbe. 



4 . Théorème. La différence des cubes de deux nombres 
consécutifs est égale à la somme de quatre carrés, dont 
trois sont égaux. 

Démonstration, On a les deux identités 

(2,1 -f-i)3 — (2/1)3 =(3/14- i)'-h3/i% 

(2/ï)^— (2/ï— l)*=r (3/f — • I)»-^3«^. 

2. Lemme, Le produit de deux facteurs quadratiques , 

est de la même forme quadratique. 
Démonstration . 

x^ -f- wj' = (-^ +7 V^— '") («^ — V V^— 'w)^ 
f' 4- ww' = (f -4- « y' — m) {t — w v/— w) , 

; j 4- j V^— ///) (f H- u ^ — m) z=tx — mny 4- v' — '" {'^^ "*" 0") > 
(.r — y v/— 7 //i) (r — « \/ — ni) = tx — muy — sj — m {iix 4- tr) ; 

donc 

(.r' 4- my^] {t^ 4- /w/*') = {tJC — w/ttj)^ 4- /« ('«? 4- (r)'« 

C. Q. F. D. 

3. Théorème. Lorsque tous les facteurs d'un produit 
sont les différences des cubes de deux nombres consécutifs, 
le produit est égal à quatre carrés , dont trois sont égaux. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du 
Irmme précédent. 
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QUESTIONS D EXAMEN SUR LE POLE ET U POUIRK BiNS 

LE CERCLE 

( Voir t. V, p. 70^: qaesUon U;. 



1 . Problème. Étant donnés un cercle et un point pris 
dans V intérieur du cercle y trouv^er sur la polaire un point 
tel y quen menant par ce point et le pôle une sécante ^ le 
segment moyen dii^isé par le segment extérieur soit égal 
à une quantité donnée. 

Solution. Notation. O le centre du cercfe, P le point 

donné, D le point de rencontre de OP avec la polaire 

de P, M le point cherché sur la polaire , MNPQ la sécante 

menée par M et P, N première intersection et Q seconde 

intersection de la sécante avec le cercle, p le rapport 

donné des segments , OD = a , r = rayon , DM == x^ . 

PN PQ 

On a -- =p = ~- 9 car P est le pôle de DM : donc 
^M '^ MQ * 

Pn' _ PN.PQ _ 



O 



r 



PN . PQ =r ^ ^^ ^ ^ ' , puissance {lu point P (*) , 



NM .MQ = x' -h /i' — r% puissance du point M ; 

doue 

r' {a^ — r') = a^ p- [x\ ■+■ «' — r'). 

De là on déduit la valeur de .i', . 

2. Problème. Mêmes données : Trouv^er sur la polaivé 
deux points tels, quen menant par chacun et le pôU 

(*} Si, par un point pris dans le plan, on mène une corde, le produi 
constant des segments, additifs ou soustractifs, se nomme la puissance d. 
ce point; dénomination commode introduite par le célèbre M. Steiner. 
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unff sécante, et dii^isant le segment moyen par le seg- 
ment extérieur, la somme fies carrés des f/notients soit 
égale à une quantité donnée. 

Solution. M' étant le second point, désignons la dis- 
tance DM'paro:, et la quantité donnée par .A : le carré du 

pi*emier quotient sera — —^ — —-'> et celui du second 

^ ^ a''[x] 4- fl' — r») 

,, a . — : — —p:\ donc 
d'où 



a^ \x] -h fl' — /•' "^ x\ -h rt' — ry "" ' 



a'Ax\ x] 4- («* — r') («'A — r') (^J -h x]) 
4- (1,2 _ r')' (n'A — 2/-') = o. 

Telle est la relation qui doit exister entre Xi et Xt, pour 
que les points M et M' répondent à la question-, en consi- 
dérant Xi et Xf comme les coordonnées d'une courbe, on 
voit que cette ligne est du quatrième degré et facile à dis- 
cuter en coordonnées polaires. 

Corvllaire. Si A = — j il vient .r, x^ = a* — / ^ ce ([ui 



a^ 



fournit cette construction: Menez du point D la tan- 
gente DR au cercle, prolongez RD d'une quantité DR' 
égale à elle-même, faites passer un cercle par R et IV, la 
polaire rencontre le cercle en deux points M et M' (jiii 
remplissent les conditions voulues. 
Faisant MPD = «i , M, PD = a, , on a 

/?» — r- a' — r- 

.r, =: tani^ a, , .r^ = tang a, ; 

a ^ n 

donc 

lang a, tang a: = -^ ^ = sin- ROD : 

c'est la solution de la question d'examen (x»oi/ rendroit 
ri-dessus cité). 



3. Si, au lieu de prendre —-t on prend -pj±5 onob- ■*. -^ 
lient la relation lipéi^^ 



NOTE SUR LE THÉORÈME DU CYLINDRE ET DU CONE \^rc 
CIRCONSCRITS A «NE SPHÈRE; \^t 

Par m. TILLOL, 

Professeur à Castres. 



Ainsi que Fa fait remarquer M. Coupy, le théorèm^^ 
(tome VII, page 458) n'est pas nouveau. Il avait déj^E-^ 
trouvé pLace dans le Traité de géométrie de M. Vincent 
pages 5o2-529 -, depuis lors, il a paru dans quelques autre "^^ 
ouvrages. 

Le théorème peut être de Viète (*) : je n'ai pu le vérifier 
n'ayant pas à ma disposition les ouvrages de ce géomètre 
mais ce qu'il y a de positif, c'est que , il y a plus de cen 
ans , il avait trouvé place dans l'enseignement. 

Jusqu'ici, je croyais le théorème d'André Tacquet. OiC"^ " 
lit, en effet, dans ses Éléments d'Euclide, imprimés à»^- ^ 
Rome en 1745 : 

Coniis œquilateriis sphœrœ circwnscriptus , etcylindrua^^ 
rectus sphœrœ similiter circumscriptus y et ipsa sphœn 
eaindetn proportionem continuant , nirrUrum sesqui-^ 
alieram^ tara quoad soliditatem, quant quoad super— 
ficiem totam. 

. . . Quare hœc tria corpora, conus, cylindrus^ spliœra.^ 
sunt inler se ut lii nunieri^ 9 , 6,4» 

Ce théorème est rappelé plusieurs fois dans l'ouvrage 



{*) Vérilication laile. il n'est pas dans les œuvres do Viète. 
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i et avec une telle complaisance, que j'avais supposé qur 

' le père jésuite en était l'inventeur. Voici ce qu'il dit dans 

sa préface : 

Eximiam illius (Arcliimède) de cylindro ac sphœra 
f doctnnam tredecim propositionihus adjectù anipliayiy 

qidbus inter cœtera demonstro sesquialteram propor- 

tionem ah eo in cylindro sphœraque repej^am, ab œqui- 
1 latero cono eidem sphœrœ circumscnpto , tant in solidi- 

tate y quant in superficie continuan. 



SUR L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ ^ 

Par m. LEBESGUE. 



Si l'on prend l'équation 

ax^ -\- 3 bjc"^ + 3 cr -+- rf = o , 

^es trois déterminants 

ac — b^y ad — bc, bd — c% ou A, 2B, C, 

Se présenteront dans la résolution de l'équation. J'énon- 
cerai ici les propositions suivantes : 

1°. Si A = B = C = o, la racine est triple et égale 



b 
a 



2". Si AC — B' = o , il y a une racine double 

B 



A 



' ^ racine simple est 

Ad 
Ca 



c"' — -— 



3**. Si A = o ou si*C = u , l'équalion se réduit à urir 
^cjuation à deux termes \ 
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4'*. Si Ton pose 

A A' -h 2B)-f- C== o, 

cl que /', X" soirrit les deux valeurs de X , ou aura , en ap- 
pelant Cf. une raeine eubique imaginaire de Tunité. 

3 j 

ax' -4- ^ = v'A (rtV -h ^) -h >/A (rtV' 4- h). 



ax" '\' b := x>j K\aV -\- b) -\- a- v^A \(iY -+- b] , 



ax'"-^ b=:x' V'A [nV -\- b) -k- oi y/ A (aV H- hy 

Pour parvenir à ce résultai, on changea: en >'-+-/, *-'*' 
qui donne une équation de la forme 

n'y' -f- 3///- -h 3r> -h d' z= «. 

La condition a'c' = h'^ , revient à ne = h*. Ainsi eM ' 
ne peut être généralement satisfaite. La conditic^ 
ff'd^ — c'* = o revient à Téquation AX'4-^BX-hC= ^ 
Ayant déterminé / , on aura )' par le moyen d'une équalic^ 

à deux termes, où l'inconnue est ^/' . - 4- c - 

r 

Les réductions sont assez longues et la solution préc^ 

dente n'a d'autre avantage (jue la symétrie. On voit qu 

est toujours inutile de faire disparaître le second term^ 

et de réduire le premier coefficient à l'unité; ce que 

selon M. Eisenstein, est mt^me nuisible (vo/r p. i lo). 



QIESTIONS D EXAMEN D'ADMISSION A L ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE EN 1848. 



i. Ktant donné un rectangle, déterminer une ligi 
telle, que^ si on la prend pour unité linéaire et son car 
pour unité de surface, le nombre qui exprime la surfa 
du rectangle soit égal au nombic f|ui en exprime le péi 
mètre. 
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2. Dans tout système de numération, les carrés des 
liombres à égale dislance de o et de la base sont terminés 
par le même chiffre : donc il n'existe pas de système de 
numération dans lequel les carrés des nombres puissent 
être terminés par tous les chiffres du système. 

3. On donne sur une circonférence deux points fixes 
A et B, et un arc PQ de longueur constante, mais dont 
les extrémités P, Q se déplacent sur la circonférence; 
rouver le lieu des rencontres des droites AP et BQ (évi- 
lemment deux cercles ; preuve par l'analyse) . 

4. Calculer le volume du tétraèdre régulier en fonction 
Jlc son arête. Calculer son angle dièdre. Pourquoi est-il 
indépendant de l'arête? [Voir Merlieux, t. I, p. 47i-) 

5. Deux quadrilatères sont semblables quand ils x)nt 
un angle égal et les côtés proportionnels. Déterminçr la 
surface d'un quadrilatère en fonction d'un angle et de ses 
côtés (voir t. VII, p. 348). 

[ 6. On donne un point et une droite, trouver le lieu 

(*' des centres des cercles passant par le point donné et inter- 
-cq)tani sur la droite une corde de longueur donnée. 

'• On peut réduire le système de plusieurs forces à 

• "®^x , de plusieurs manières. Si l'on se donne la direction 

ae 1 njjg jgg deux, le problème est-il encore indéterminé, 

^^"^1 toujours possible? (Même question, en donnant 

^Xe du couple résultant. ) 

5^- Résoudre sinx. sin (x-4-a) = A*. Quelle relation 
^^ste^t_il entre deux racines de cette équation? 

^ *^- Construire xy^ — yx^ = i (trois asymptotes et un 
^^^itiètre passant par l'origine). 

*0. Toute courbe algébrique qui a un diamètre et une 
^^yïUpiote a une autre asymptote [voir Vannson, t. II, 

?• 398). 
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H . j= — .r -h V'x' -hx. Déterminer les asymptote;», 
le coefficient angulaire de la tangente^ la courbe a-t-ellc 
un centre? (Asymptote unique.) 

12. Peut-on abaisser le degré de y (x) = o , quand on 
sait que le rapport de deux racines est égal au produit de 
deux autres? 

13. On a un angle droit YOX, une droite AB et une 
parabole dont Taxe est parallèle à OY, et dont la conca- 
vité est tournée vers le bas. Un mobile de masse m se 
meut d'un mouvement uniforme sur AB, un autre de 
masse /n' se meut sur la parabole , de manière que sa pro- 
jection sur Taxe des x se meuve d* un mouvement uniforme; 
trouver le lieu des centres de gravité de ces deux mobiles. 
Démontrer que sa projection sur Taxe des x a un mou- 
vement uniforme [voir t. Vil, p. 3 19). 

14. Trouver dans l'hyperbole deux diamètres conju- 
gués de moindre différence. 

15. Si deux pyramides triangulaires avaient un angle 
trièdre symétrique, seraient-elles entre elles comme les 
produits des trois arêtes de cet angle? 

16. On projette un point d'une hyperbole équilatère 
sur les hypoténuses de triangles rectangles inscrits dans 
cette hyperbole et ayant ce point pour sommet commun: 
trouver le lieu des projections. 

17. Si deux triangles ABC, a6c donnent les rapports 

égaux, ABC : ahc :: AB : ab :: AC : ac , sont-ils sem- 
blables ? 



18. Calculer à 0,1 près r = \ ir -f- 2 ^i5 (voi/Guil- 
min, t. I). Démontrer que, pour avoir à 0,1 près la ra- 
cine d'une expression fractionnaire, il suffit d'extraire à 
0,1 près la racine de la partir «Milière. 
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19. Aux extrémîlés M, N d'une corde IVIJN normale à 
la parabole on mène des tangentes MP, NP; trouver le lieu 
ies milieux de PM. 

20. x*-|-/;.r*-f-<7/'-f-i'=o. Former Téqua ti on (p(^)=o 
dont les racines soient liées aux racines ^, &, c de la pre- 

mière par la relation r == -, 

s 

21 . Démontrer que --—■ est incommensurable. 

2\/7 -hi 

22. Construire p = i + v/a cos ( - | [voir Rispal , t. Il , 

p. 5ii). 

23. Connaissant les traces d'un plan sur deux plans 
de projection, trouver sa trace sur un nouveau plan 
vertical ? 

24. Chercher si la condition d'inscriptibilité du pen- 
tagone dépend seulement, comme celle du quadrilatère, de 
la grandeur des angles, l'rois des angles étant donnés, 
peut-on déterminer les deux autres? 

25. Deux mobiles se meuven t sur deux droi tes données , 
l'un vers la droite, Taulre vers la gauche; on demande le 
lieu des intersections successives des droites qui les joi- 
gnent [voir t. VI, p. 4oi). 

26. Un arc de section conique étant donné, trouver k 
quelle courbe il appartient. 

27. Construire, avec la règle et le compas , les angles x 
et y déterminés par les équations 

sin X m 
sin X n 

28. Trouv(»r les diviseui-s du troisième degré de la 
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t'orme .t' H- px* -h qx -h r d'une tk[uatiou du sixième de- 
gré. 1^'équation à laquelle on arrive peut-elle s^abaisser? 
[f^oir l)ur\ille, t. IV, p. SSp et 439-) 

29. Qurlle serait Texpression de la surface d*un fuseau. 
si Ton prenait le carré du rayon pour unité de surface? 

30. Trouver le lieu des pôles de tous les cercles d'une 
sphère passant par deux points fixes. 

31 . A est le sommet d'une parabole, P est un point de 
son axe : une ellipse est-elle déterminée par la condition 
d'avoir AP pour un de ses axes et d'avoir un double 
contact avec la parabole; et si Ton donne le point de con- 
tact R, le problème est-il possible et déterminé? 

32. Si deux triangles sphériques ont les angles ^aux 
et les côtés proportionnels , ils doivent être sur des sphères 
de rayons différents, et leurs surfaces sont entre elles 
comme les carrés des côtés homologues. 

33. Equation de la corde de contact des tangentes me- 
nées du point (x\ y) a laconique 

Ax' -h Bxf -h Cr' -4- Dr H- Ex 4- F = o. 

34. Peut-il exister dans le plan de deux courbes un 
point qui ait la môme corde de contact dans les deux 
cercles ? 

35. Plus courte distance de deux droites dont les pro- 
jections horizontales sont parallèles. 

36. a\y^ -+- A'.r* = a^h^ représente des ellipses où b 
est variable; d'un point a, o on mène des tangentes à 
toutes ces ellipses, trouver le lieu de leurs points de 
contact. 

37. Si a , 6, 7 sont racines dej[x) = o, démontrer que 

/•'W/'(6)/'(7)--./'(À) = 'f(«-C;'(a-7)'(6-7)'-.- 

38. Calculer le logarithme de 9. à - près, base lo 
(vo/>' (juilmin , t. V, p. /yxi)). 
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39. Lieu des points de rencontre des droites divisant 
un trapèze en parties égales. Le trouver géométriquement. 

40. Trouver la somme des carrés des n premiers nom- 
bres naturels; son expression est toujours un nombre 
«*ntiw. , 

W . Construire .r* -|- x^j = r'; transformer en équa- 
tion polaire. 

42. Lieu des centres des ellipses tangentes à deux 
droites données et ayant un foyer commun (une droite). 

43. Construire avec la règle et le compas un carré équi- 
\ aient à un décagone régulier donné , ou réciproquement. 

44. Etant donné un quadrilatère, on en construit 
un autre dont les côtés sont parallèles à ceux du premier 
4't équidistants ; quelle doit être cette distance pour que 
le rapport des rectangles soit un nombre donné? 

45. Ramener Téquation de la parabole à la forme 

46. Quand un cercle coupe une conique en quatre 
])oints , les bissectrices des angles des droites qui joignent 
<'es points deux à deux sont parallèles aux axes de la 
«ourbe. 

47. Quand une courbe a deux diamètres, elle en a au 
moins trois. 

48. Si une équation^ (jc) = o a une racine commune 
avec x^ — lo == o, f{x) est divisible par x^ — lo [lyoir 
Wantzel, t. IV, p. Sy). 

49. Deux courriers parcourent, avec des vitesses don- 
nées, deux droites AB, A'R'-, quand leur distance sera- 
i-elle minimum (voir t. VI, p. 4^0^ 

50. Si le système métrique était perdu et qu'on vînt à 
trouver dans une fouille un parallélipipède rectangle sur 

Ann. de Hathémat. . t. Vlll. (Juin i84y ) ï •> 
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lequel serait écrit poids, p kilogrammes, pourrait-on eu 
déduire la longueur du mètre et le système métrique? 
Nota. Ces questions , calquées sur le programme, quoi- 
que faites par des hommes d'un mérite incontestable, 
reflètent Tétat sénile de notre enseignement universitaire : 
rien sur les transversales ^ rien sur les rapports projectifs, 
harmoniques, anharmouiques , involutifs; rien sur les 
méthodes métamorphiques , polarité réciproque , perspec- 
tives, homologiques , homographiques , etc.*, rien sur TAo- 
mofocalitéy désormais si utile en physique; rien sur le 
calcul infinitésimal ; une timide question sur les polaires 
déguisées en cordes de contact. Conséquences déplorables 
d'un programme suranné [*). 

THEOREME SUR LES ELLIPSOÏDES HMOPOCAUX. 



1 . Soient les trois ellipsoïdes homofocaux 






4--T r= I 









Xyj^ z étant un point commun aux trois surface^i 

Ton a 

^, ^ [a' 4- h) (g^ 4- >^) [a' + /) 

^ [b^ — à') [b^ — c') ' 

s' _ (g' 4 - h) {c' 4- /• ) [c' H- /) 



(*) Notre meilleure Géométrie analytique, celle de MM. Rriot et ik)u- 
quct , étant supcrieurc au fatal programme , obtient peu de succès. 
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Considérant dans ces trois équations comme inconnues 
linéaires, les quantités /i4-A-4-/-, hk-hhl-^-hl'^ hkl^ on 
obtient 

hk H- A/ 4- kl = a'^' -h fl»c' 4- b^c^ — (A' -4- c')x' 

— («'-+- <^') /' — («' ^-^') 2% 

(f^o/r t. VI, p. 129.) 



MVIKS NOMS MNNÉS A DES ELLIPSOÏDES, EN ANGLETERRE 



1. Ellipsoïde momental. C'est l'ellipsoïde central de 
M. Poinsot(*). Par un point fixe d'un solide, on mène 
une droite quelconque. A partir du point, on porte sur 
la droite une longueur proportionnelle à la racine carrée 
de la masse du solide divisée par le moment d'inertie par 
rapport à la droite; le lieu de Textrémité de la droite est 
Tellipsoïde momental. 

2. Ellipsoïde d* inertie. Si Ton mène une sphère de 
rayon = I et qui soit concentrique à l'ellipsoïde momental, 
la polaire réciproque de cet ellipsoïde, prise par rapport à 
la sphère, est Tellipsoïde d'inertie; car le carré d'une 
perpendiculaire abaissée du point fixe sur un plan tan- 
gent à l'ellipsoïde d'inertie, et multipliée par la masse du 
corps, est égal au moment d'inertie du corps pris par 
rapport à cette perpendiculaire. 

3. Ellipsoïde de giration. C'est le nom que prend 
l'ellipsoïde d'inertie lorsque le point fixe est le centre de 
gravité du corps; on le nomme aussi ellipsoïde central. 

-4. Surface d*inerfie. C'est la podaire du centre de l'el- 



(*) L'ellipsoïde central de M. Poinsot appartient ù M. Cauchy (Exer- 
cices, seconde année , p. 95, ifi'.{7). 



i5 
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lipsoïdc d'inoi-tic, sui-tace du quatricnii* ordre cl la inèiiit' 
(|ue la surtare d'élasticité dans la théorie des ondes. 



JOURNAL DE M. CRELLE, t. XXXII (1846) 

. Voir t. VIII, p. 101 ). 



DEUXIEME CAHIER. 



il. Des modules qui sont des puissances de nombres 
pt'emiers; par le docteur Schônemann, k Brandebourg 
sur la Havcl. yS- i o5. (Continuation du Mémoire n° aa 
du tome précédent, sur la Théorie des congntences 
supérieures . ) 

1 2. Variât ionum quas elementa motus perturbati plane^ 
tarum subeunt no^a et facilis ei^olutio /par le pro- 
fesseur Aug.-Fer. Mobius, à Leipsig. 106-118 (i844)- 

Exposition claire et presque élémentaire de la méthode 
drs perturbations spéciales; on considère les orbites 
planétaires comme enveloppes d'ellipses variables, puis 
on calcule les variations de ces ellipses. Cette méthode 
a été trouvée par Euler [Mémoires de Saint-Péters- 
hourgy 1768), et perfectionnée par Lagrange, Laplace, 
Besscl, etc. 

13. Sur quelques propriétés des déterminants gauches j 
par M. A. Cayley , de Cambridge. 1 19-123 (en 
français). L'auteur appelle déterminant gauche celui 
où Ton a ^^, , = — ^,, ^ ; par exemple , dans ce système , 

1, a, — b 
— a^ I , c , /| , î = — ?i, i ; et ainsi des autres. 

b^ — c, I 
Par les propriétés de ces détenninants, on passe d'un 
système de coordonnées rectangulaires à un autre, et il 
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y a de belles applications aux équalioiis du mouvement 
de rotation d^un solide. 

14. Mémoire sur les différentes nui mères, etc. (suite 
du Mémoire n" 3, voir f. io3). 124-1 63. 

i 5. Démonstration de la proposition que tout nombre non 

pentagonal peut se décomposer autant de fois en un 

nombre pair quen un nombre impair de nombres 

différents ; par le professeur C.-G.-J . Jacobi , à Berlin . 

164-175. 

Euler a le premier donné la théorie de la partition des 
nombres dans son Introductio in analysin. On trouve, 
dans cet ouvrage, une induction sur les exposants pen- 
tagonaux d'un certain développement , induction qu'Euler 
a démontrée plus tard rigoureusement. Celte démonstra- 
tion est Tobjet du Mémoire de M. Jacobi , sur lequel nous 
reviendrons plus tard. 

16. Extrait d'une Lettre adressée à M. Henni te, par 
M. C.-G.-J. Jacobi , concernant les fonctions abélieu- 
iies, et ime construction géométrique y relative , insérée 
dans le Journal de Mathématiques (août 1 845 ) [ * J. 

17. Propositions de géométrie^ parle professeur Stkiwer. 

182-184(1845). 

i*\ Toute ligne du troisième ordre contient vingt-sept 
points P tels, qu'en chacun d'eux elle peut être touchée 
par une conique, suivant un contact du sixième ordre j d<* 
ces vingt-sept points, neuf sont réels et dix-huit imaginai- 



( ') Dans celte LeUre, on lit vers la fin : Dans la suite, si vous m'honorez 
de vos conununications, je nauraïquh apprendre. Voilà comnio parle, 
en 184^» un des plus grands analystes du siècle, à un jeune homme qui a 
été admis en i843, le soixante-cinquième à l'École Polytechnique. En iK/|8, 
M. Paul Scrrel , lauréat, que n*»s lecteurs connaissent, a ét«* déclaré 
incapahle. « 
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c. Décagone. Les tangentes en P et Q coupent la 
courbe en P, et Qi ; les droites PQ, et QPj coupent la 
courbe en P, et Q, ; les droites PQ, et QP, en P, cl Qs ; 
les droites PQ, et QP, doivent se couper en un point 1 
sur la courbe. 

4®. Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux 
poims doubles P et Q, en les prenant pour points fixes, 
et faisant les mêmes constructions que ci-dessus (2^) , si 
le polygone se ferme une fois , il se fermera toujours , 
quel que soit le point A de départ. 

(Ces théorèmes ont été insérés dans le Journal de 
Mathématiques, tome XI, p. 468; 1846.) 

fac'^imile d'un manuscrit de W.-J.-G. Karsten (en 

allemand). 

C'est un abrégé de sa biographie, qu'il a remis à l'a- 
cadémie électorale , en conformité d*un article de ses sta- 
tuts. 11 dit qu'il est né à Neu - Brandebourg , dans le duché 
de Mcklembourg-Strélilz, le i5 décembre 1732, d'un 
père pharmacien et d'une mère fille de pharmacien. Exri- 
ture très-lisible. Il est mort le 17 avril 1787. 

TROISIÈME CAHIER. 

18. Sur les changements de paramètres et d'arguments 
dans les transcemlantes abéliennes et les transcen- 
dantes supérieures; par M. C.-G.-J. Jacobi. 185-196. 

Dans la collection des œuvres complètes d'Abel (Chris- 
tiania, 1839), on trouve dans le tome II, sous les n°* IX 
et X, deux dissertations sur une propriété remarquable 
d'une classe très-étendue de fonctions transcendantes: 
M. Jacobi donne une nouvelle exposition de cette pro- 
priété. 
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19. Sur quelques séries analogues à la série binoniiale ; 

par M. C.-G.-J. Jacobi. 197-204. 

Belle généralisation de la série binomiale, dont nous 
parlerons dans des études sur celte série. 

20. CoTwersion des séries en J raclions continues^ par 
M. le docteur F. Heine , professeur particulier à 
Bonn. 205-209. 

\I. Heine ramène les développements donnés par li* 
professeur Eisenstein (tome XXVHI) à celui d'Euler; 
savoir : 

A — B-hC — D-+-E- Fotc. =- B 

21 • Sur la série 

, (v"-i)(?'-^'— )(y'-')(?'^'^'- ')_^., , 

(,/_,) (^._,)(y7_,)(,/+>_.) 

par M. E. Heine, de Bonn. 210-212. 

Conversion de cette formule en fraction continue ; en 
faisant 7=1, on obtient la série hypergéométrique. 

J^ fxdx 
— — '- à des inté- 

grales elliptiques ^ par M. le professeur Richelot, à 
Ronigsberg. 213-219. 

24. Sur une nouv^elle méthode pour l* intégration des 
équations différentielles hjperelliptiques , et sw* lu 
forme rationnelle des équations intégrales complète- 
ment algébriques^ par M. C.-G. Jacobi, à Berlin. 
220-226 (juillet 1846). 

AI. Jacobi donne le nom de hypcrclliptique au syslcmi 



I -h 
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suivant déquatioiis : 



II 



XxdXx X-xdXi XnilXn 

x]fixx x\dx:, rldxn __ 

— o , 



v/x. ^v^CT v'x 



^"■'rte, x^^^dx^ x^ 'r/x„ 

4- -; = O. 



v^xT v^ X, v' x„ 

Ce sont 11 — I équations entre les // variables x^ , Xf-Xn • 
X49 Xf... Xn sont des fonctions entières du degré 2// 
des mêmes variables et n^i-^ Fauteur parvient a /i — i 
équations rationnelles , savoir, une du second degré eiitn* 
la somme des variables et leurs combinaisons 1 h 2 ; et 
n — 2 autres équations au moyen desquelles on peui 
exprimer /{/léoirem^Tif les combinaisons 3 à 3 , 4 ^ 4i ^^<^" 
de ces variables, en fonction des racines de 1 é(|ualion du 
second degré. 

25. Propnété de dcuxjorccs auxquelles peut se réduin 
un système de forces ; par M. le professeur ScnwEiîfs. 
à Heidelberg. 227-230. 

Cette propriété consiste en ce qu'une même droite ren- 
contre perpendiculairement les deux forces et Taxe prin- 
cipal de rotation du système des forces. 

Cette propriété a déjà été remarquée, sous une auirr 
forme, par M. Cliaslcs , dans riiyperboloicle .1 une nappe. 

26. Mémoire sur les différentes manières, etc. (suite du 

Mémoire n° i4). 231-276. 
Fac-similé d'un nuinuscrit de Schroier (le maître dr 
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Timmortel Bessel) , Lettre datée de Lilieulhal, 19 
mars i8o3; belle écriture (mort en 18 16). 



THÉORÈME SUR LES CONIQUES HOMOFOCALES 

( Voir p. tu ) ; 



Par m. Jules HAREL, 
Élève du lycée de Rouen. 



Théorème. Le lieu décrit par le sommet d'un angle 
droit circonscrit à deux coniques homofocales, est wi 
cercle. 

Démonstration. Conservons même notation que pour 
le problème 201 [voir page 206) ^ les tangentes étant p^^ 
peudiculaire Tune sur Taulre , on a , pour leurs équations, 

y = mx zh V fl^ /w' H- ^' » 
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Tclimination de m, entre ces deux équations, donnera 
l'équation du lieu si Ton exprime que les deux ellipses 
sont homofocales. 

Or, avec ces deux équations , on obtient 

>-' 4- nr x^ — 7.mxY ^-a^rn* ■+- ^% 
w'j^ -h 2.mxy -t- x' =r A' -h B'//f'. 

Ajoutons membre à membre, il vient 

.v^ {m' -f- i) -f. X' {m- 4- I ) = A' H- ^' -+- m» («' -h B') , 

A' -h // = «' -f- B'. 

Doiu' l'équation ci-dessus peut être remplacée par 

( ) ' -I- .r') (w- -f i) = (A^ -h b') (///' 4- 1), 
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d'où 

équation d'un cercle dont le rayon est v A' 4- i*. 

La propriété démontrée pour deux ellipses homofocales 
est également vraie pour deux hyperboles qui se trouvent 
dans le même cas. Il suffit de remarquer que les calculs 
sont absolument les mêmes en changeant b* en — b* et 
B* en — B*, et le lieu du point de rencontre des tangentes 

est un cercle de rayon VA* — b*. 

On voit, en outre , que si les deux ellipses ou les deux 
hyperboles se confondent, la propriété n'en subsiste 
pas moins; et on retrouve alors les propriétés connues. 

Dans le cas de deux paraboles homofocales , on trouve 
que le lieu est une droite pei-pendiculaire à l'axe commun . 
On pouvait prévoir ce résultat; car la parabole pouvant 
être considérée conmie cas limite de l'ellipse , et pour deux 
ellipses homofocales le lieu du point d^intersection étant 
un cercle , dans les deux paraboles homofocales le centre 
sera situé à l'infini , c'est-à-dire le lieu se réduira à une 
droite. 



ANNONCE C'). 



CoMPLéMEMT DES Eléments d'arithmétiqle ; par M. E. 
Lionncty professeur de mathématiques au lycée Des- 
cartes. Paris, 1848; in-8° de 196 pages. 

On rendra compte de cette instructive production où 
l'on trouve une exposition claire de la théorie des ap- 



( ' ) Tous les ouvrages annonces dans les Nouvelles Annales de, Mathe- 
nutittjues se trouvent chesE M. Bachelier, libraire, quai des Augustinb , 



n" jj. 
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proxiniatiolis aritlwnétiqiies. vi qui fail ivssi>rtii% par do 
applicalioiis, l'utilité pratique do la ilivision dv t'ourier; 
le loiil à la perlée des élèves. 



QIESTIONS 



loi. V (x) = o est une équation algébrique dont touio 
les racines sont réelles et inégales^ démontrer qu'en éga- 
lant à zéro la dérivée seconde de (F.r)~*, on obtient mw 
é(|uation dont toutes les racines sont imaginaires. 

(Catalaa. ) 

105. On peut réduire un système quelconque de force» 
à trois forces dont deux forment un couple agissant dans 
un plan perpendiculaire à la troisième force ; on peut aussi 
réduire le système à deux forces^ la plus courte distance 
de ces deux forces rencontre, à angle droit, la troisième 
force de la première réduction . (Chasles. ) 



\)t LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES; 
APPLICATION AUX SURFACES; 

Par m. LEBKSGUK. 



I. On prend ordinairement pour équations des deux 
droites dont on cherche la plus courte distance 

le calcul piM'd sa symétrie el se trouve, en réalité, l<>uf 
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aussi long que si Ton eut pris les é((uations 

^ .r — 5c V — 6 z — 7 

. I ) = ; — - rr: ' Z-: 

a b r ' 

Menons, en cftet, par l'origine une droite 

fit by r, 

elle sera perpendiculaire aux droites (i), (a) si Ton a les 
(équations 

<ï, /? -h /;, /^ -h 6', r = o , a,n' -h by />' -+- r, r' r=r o : 

"d'où 

n, b, c. 



bc' — b'r ~" r/i' — c'a ab' - a' b' 

et comme on peut remplacer dans (3) r/,, ft,, Ci par des 
quantités proportionnelles, on fera 

■4) a^-=.bc! — b'c^ byz=ctt' — r'«, (\z=iab' — a'b. 

Pour avoir maintenant Tëquation d'une parallèle à la 
droite (3) et qui coupe les droites (i) et (a), on fera passer 

par la droite (2), et la droite = ' . ^ = = p' 

Oi Ox C\ 

qui coupe (2) et est parallèle à (3) , un plan 

(5) k{x- a') -h B( r - P') -H C(3 ~ 7') = o, 

de sorte que A, B, C, ou des quantités proportionnelles, 
seront déterminées par les équations 

Art' 4- B^' H- O' = o , A«, 4- B^, -h Ce, = o ; 

d'où 1 on tire 

A = b'cy — cby^ B =r c'a, — a' r,^ C r= a' b, — - A'ri,. 
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Comme l'équation (5) peut prendre la forme 

A(x — a)+B(^ — P)+C(« — y) 
= A(«'-a) + B(P'-p)+C(/-y;. 

on vertu des équalions (i), Ton aura 

de là, par réquation précédente, 

..^ ^ A(a--a)^B(p-~P)-^C(/-7) 

^ ^ Aa-hBb'\-Cc 

et, par suite, 

pour les coordonnées du point de rencontre delà droite (i) 
avec la droite perpendiculaire aux droites (i) et (2). 
Si Ton faisait passer un plan 

A, (x — a) + B, ( j — p) -H C, (3 — 7) = o 

par la droite (1) et la droite 

fli ^1 r, 

on trouverait semblablement 

A, = ^r, — c^,, B, =r c«, — /?c,, C, = «A, — ^rt,; 
d'où 

(8) p' = A.(«-a^)-i-B.(p-p)+C.(7^V] 

^ ^ ' A.fl'-+-B.^'-t-C.r' 

_ A.(a^ - g) -4- B.(p^ - P) -4- €.(7^ - 7) 

et, par suite, pour les coordonnées x\y^ z' du point de 
rencontre de la droite (2) avec la perpendiculaire com- 
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aune aux droites (i) et ('à) 

!^a plus courte distance d des deux droites sera donnée 
)ar Téquation 

^^ = (a' — a -h p'fl' — pa)' 4. (p' — p 4- p'^' — p^)' 
■+- (7' — 7 4- pV — pc)». 

Or la substitution donne 

6t' — a H- pV — pu = a, [a,(a' — «) -h ^,(P'— P) -hr.(7'— 7)], 
p'— P-4-p'^' — p^=:^,[ /rf. ,V/. ], 

Y — 7 -h /i'c' — pr = c, [ /r/. iW. ] ; 

de là 

2. Si les points (a, |3, y), (a', |3', /) sont infiniment 
voisins et que les coefficients a, b^ c diffèrent infiniment 
peu des coefficients a\ i', c', de sorte qu'on ait 

a' =: a -i- rfa H h • . - «' = a -|- é^/? H h . . . • 

2 2 

P' = 3 H- </p H ^ 4- . . . i[»' = 6 -f- r/^ H h . . . , 

' ' • a 2 

d'où 



a, = [bdc T- crfft) -f- -S-l^i^'c — cd^b) 

bi = (c</fl — adc) + }(rr/'/i — ad^c) 4- . . . , 

le numérateur de â deviendra 

da {bdc — cdb) -{-dp [cda — adc) 4- ^7 [adb — W/i) , 

■^ ' Lrf»a {^r/c — rrf^) 4- d^p{cda — adc) 4- d'^ (adb — W«) J' 
4- des termes infiniment petits du quatrième ordre. 
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Or le dcnomiiialour de â t\sl un înfiiiimont petit du pre- 
mier ordre; il suit de là que ô sera aussi un infiniment 
[)elit du premier ordre. 

Mais s'il arrive que Ton ail 

A) rfa {bdc — cfib) •+■ fip{cda — adc) •+- fi y (adb — bda) = o , 

le numérateur de $ perdra de plus les termes du troisième 
ordre , qui ne sont autres que la moitié de la dîflerentiellc 
de 

dx[bdc — rdb) -+• dp{cda — adc) -h dyÇadb — bda). 

Dans ce cas , â est au plus un infiniment petit du troi- 
sième ordre : quand cela arrive , on dit , pour abréger, que 
les deux droites se rencontrent. 

Ainsi l'équation (A) exprime que les deux droites inli- 
iiiment voisines 

.r — a X — p z — 7 x — a' y — P' z — 7 ' 
n h c (I b c 

se rencontrent. 

3. application. Soit une surface d'équation 

(a) F(x, j, 3) = o, 

l'équation dillérentielle étant 
/;) Xdjc -h Ydy -+• Zdz = o. 

La normale, au point .r, y^ z de la surface, aura pour 
équations 

ç — .r y; — y 'C — z 

X ~ ""y" ~" ~Y~ 

Pour que cette normale soit rencontrée par celle qui est 
menée par le point j: -f- ^.r, ') -f- ^>, z-^-âz., comme 
X, Y, Z deviennent X -f- //X , Y -h r/Y, Z 4- ^/Z, la con- 
dition de rencontre sera 

\c\ dx{YdZ — ZdY) -h dy (Zd\ — X^Z \ 

-hdz(\dY — Yd\\ = o. 
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Les équations (a), (^), [c) déterminent les lignes que 
Monge a nommées lignes de courbure. 

Pour avoir Téquation telle qu'il l'a donnée, on posera 

F (.r, .V, z) =/'>, y) —z = o,, 
de là 

fiX = rdjc -h sdy, dY = sdx H- tdy^ d7. = o : 
la substitution donne 

sdx'^ — sdy^ -h {pt — qs) dj'dz -f- (ps — f/r) dzdx 
H- (/ — r)dxdy = o. 

Si l'on remplace (h par pdr -\- qdy ^ on trouv(»ia, en 
changeant tous les signes, 

— [.f(i ^p^)—pqr\ = o: 

c'est l'équation ordinaire. 

L'équation (c) est très-commode pour la détermination 
des propriétés des lignes de courbure. C]e sera l'objet d'un 
Mémoire particulier; la présente iNote a seulement pour 
but de faire connaître Jéquation (c) qui semble, par sa 
symétrie, devoir passer dans les éléments, qu'elle soit 
d'ailleurs nouvelle ou non, ce que j'ignore. 

4. I. La remarque (jui termine le n° 2 est de M. Bou- 
quet (i;o//' la note 3'" du Cours d'analyse de F École Poly- 
technique y par M. Duhamel). 

II. Si la droite qui passe par les points (a, ^S, y), 
(a', j3', y') fait, avec les axes, des angles À, a, v, et que 
la perpendiculaire commune aux deux droites fasse , avec 
les mêmes axes, des angles /', |:ji', v'; 

Ann, de Mathémal., l. \V\\. {Juillol 1849.: 1^) 
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si y de plus, on pus<.' 



R -r-^ y la' — a)» 4- p' — P'-' -h (/ — y)% 

on aura 

X — a = R cos A , • 

P' — p = Rcosu, 

y' — 7 = R cosv, 

ei la formule (i<>) se réduira à 

it: ô = RfcosX cosV H- cosfx cos pi' -4- cosv cosv') = RcosUi 

en appelant U Tangle de la perpendiculaire commune et 
de la droite qui passe par les points (a, j5, y), (a', |3', y'). 
On aurait donc pu partir de la formule évidente 

±:«î=:Rroslî 

pour trouver Téqualion (lo). 



NOTE SIIR LES ÉQUATIONS OUI OKT DES RACINES m 

PROGRESSION : 

Par m. Gl ILMIN. 



i*"' Cas. 1/équation proposée a toutes ses racines en 
progression gétmiétrique. 
Soit 

Téquation proposée, et soient a, a(/ ^ at/*^ ^y*v • .«^""' 
ses m racines. 

On voit faeilenient que 
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el, par suîtt*, 

ont m — I racmes nq.aq^. aq^,,., aq"*"^ conimiinos 
avec la proposée. 






jpm—i X"*"' 



4- A, -h A, — -— ; -4- . . . = O. 



Nous substituons à cette équation celle-ci 

(2) jf»-!- Aj^x*-' -h Aj.7'*'^'-f- Aj7^r*-' -f-. • . =0. 

Retranchant (i) de (2), nous avons 

A.(9 — l)x— '-hA,(*7'— i)j:— '-HA, r/^» — i.jr — ••-4-... = o, 

OU bien , sauf le cas de <7 = 1 . 

(3) A.«^'-+-A,(7-+-i).r-^'-hA,(7'4-7 + 0.r'"-^4-...=:o, 

laquelle a pour racines aq^ aq^^ aq^^ . . . aq"""* . 

La somme de ces racines est égale à celle des racines 
de (i), moins la racine a. On déduit de là Tégalité 

— -^ = — A, — /ï, 

ou 



(«) 



Ajf^H- 1) = A; -^ A,</; 



équation du premier degré en a et q, 

La somme des produits des racines de Téquation (3). 
multipliées deux à deux , est égale à la somme des pro- 
duits analogues des racines de l'équation (i), moins ceux 
de ces derniers produits qui renferment le facteur a . 
c'est-à-dire moins 

a{aq-{- aq- -h arf . . . -h nq'^-^]z=z a[ — A , — a). 
Cette remarque conduit à Tégalité 

— i^ — -—i =r Aj — <7 I — A, — a , 

A, 

16. 
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OU 

(P) Ajiy'H-v-hi- =r:A.(A,4- A,*7 4-^'), 

^uatioii (lu second degré en « et r/. 

Quand on élimine a entre ces équations, on trouve 
une équation du second degré en rf; le produit des deux 
racines est i , ce qu'on pouvait prévoir à priori. 

Dans l'application, il vaut mieux substituer les coeffi- 
cienls y\, , Aj, A» dans les équations (a) et (j3), puis éli- 
miner entre les équations numériques. 

Si r/ est donné, Téquation (a) donne a très-simple- 
ment. 

y/ 6V/.V. 1/équation donnée (i) a seulement // racines 
en progression géométricjue. 

Alors les équations (i) et (v), ou bien les équations (i) 
et (3) ont n — i racines communes. On cherchera le plus 
grand comnnin diviseur du degré n — i qui existe entre 
leurs premiers membres; ce diviseur trouvé, on l'égalera 
à zéro. On aura ainsi une équation du degré n — i qui 
aura toul(\s ses racines en progression géométrique, et 
qu'on pourra résoudr-e (complètement en appliquant ce 
qui précède. 

L(*s racines (if/, aq'^,.. aq"~^ étant trouvées, on aura a 
en divisant la plus petite racine trouvée par c/, si l'on a 
pris q plus grand (pie i, ou en di\isaiit la plus grande de 
ces racines par q^ si l'on a pris q moindre que i. 

y Cas, L'écjualion proposée a toutes ses racines eii 
progression arithméli(jue. 

(i . x^-f- A, ^'"-'■-h A.x^-'H- A.-,.r'"-'-+-. . . = o. 

Soi<»n { a^ a-h i\ « -f- 2 /*, . . a -^ (m — i ) /* les racines 
cliercliées. 

On voit facilement qiur ré([uatioii f{x — /*) = 0, et, 
par suite, l'équation J {x — /*) — f(x) = o ont les /// — i 
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racines a -f-/% a-\- ir, . . . a -\- (ni — i) /• ('<>miuunes av<'c 
la proposée. 



/(x - r) -J{x) 



mrx'^^* — jji ■— i] A,r 1 .r'"~^.. 



m (m — 1 , 

1.2 I 



etc. i 



= o. 



Laissant de coté le cas où /*=o, divisant par /* et 
changeant les signes , nons trouverons ainsi : 



' w.r' 



■'4-(/w — i) A.l ar^-^-f-'/w — 2} Aj 
m (m — i) 



<m- 



'.) 



I .2 



A, r 

I .2 

, /// (W— | )(W— 2, ^^ 
-I / 

I . 2 . J 



etc 



=: O. 



Les racines de cette équation étant a H- /*, // -f- 2/', . . . 
/i -f- (w — i)r, nous concluons <!oinnie précédemment que 
leur somme est égale à — A i — « , d'où 



/// — I 



m 



A, 



m 



I .2 



r= — A, -n , 



ou 



ia) 



?. am -i- m [m — i ;• =r — 2 A , , 



équation du premier degré en a et /*. 

La considération des produits des racines, multipliées 
deux à deux , donne cn(M>re 



— 2 yni—i){m — '?.) 

A-, • A,r 

m 1 . 2 . w 



(W— 1 (W — 2) 

• - ' - _ V^~ Aa — ^if— A, 

T .2.3 



-.r7) 



OU 



/// \m 



p) 



— I ) {m — 2) \fn — I ) (w — 2) , 



I .2.3 



I .2 

-iz 2Aj -h A,^ -4- rtui . 
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Les équalious (a) et (|3) donueroiiL a et /*; en élimi- 
nant a, ou trouve pour /' deux valeurs égales et de signes 
contraires. 

Mous conseillons de conserver le système des équa- 
tions (a) et (fS) pour les applications numériques. 

L/é(|uation (a) est celle que donne immédiatement 
Tarithniétique. 

4*" (.'as. I/équation (i) a s(!ulenient n racines en pro- 
gression arithmétique. 

On trouvera ces n racines en suivant une méthode ana- 
logue à celle qui est indiquée ci-ijcssus pour le deuxième 
cas. 



QUESTION D EXAMEN. SIR LES DIVISEURS FRACTIMNiURES 

EN ARITHNfiTiQIE (*). 

I . Définition, n, A, r, r/ étant quatre nombres entiers, 
si T <li>isé par - donne pour quotient un nombre entier. 

alors - est dit fUriscunle 7: ainsi 7— doit être un nombre 

fi bc 

entier. 

Observation . (l'est une généralisation de la définition 
ordinaire. 

îi. Problème QuelUi relation doit exister entre -7' r 

00, 

c 
pour que ces (juantités aient - pour dii^iseur commun? 

Solution, On doit avoir a(l=zbcz^ aifl=^ biCZi, 
z et c, étant des nombres entiers^ et delà /lA, c, = a^bz. 
Soit I) le plus grand commun diviseur de «A, et a, h ; fai- 
sons ah y = Dp. Uib = D{f, Nous aurons pZi = qz\ ci 
voïïixnv p et q sont premiers entre eux, Ton doit avoir 

'. M. .1 Rrrinuifi. o\:«iniiiat*Mii-. 
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z = mp ^ Zx=zm<i^ où m rsl nii nombit; entier (juel- 
conque : on déduit de là 

c a a rtD D 

3. Problème. Qticl est le plus grand commun div^iseur 
des quantàés t» tt? 

Solution. Conservant la même notation, le plus grand 
commun diviseur répond évidemment à la valeur de m 
égale à Tunité; donc ce plus grand commun diviseur est 

rr-^ alors z = p et Zt^zç. z et z^ sont donc premiers 

entre eux; ce qui est évident par la définition du plus 
grand commun diviseur. 

4. Problème. Étant données les quantités - et -y-î 

trouyer des nombres entiers z et Zy tels, (pie l'on ait 

a as 

Solution. La même que celle du problème 2 ; car Ton a 

nbfZt =r rt, bz. 

Obsen^ation, Dans les examens, le problème est 

ainsi énoncé: Un rectangle a ses deux dimensions -rj y- 

b bt 

exprimées en mètres; il faut diviser le contour en parties 
égales, de manière que chaque dimension ccmtienne un 
nombre entier de ces parties. 

5. Problème général. Résoudre les équations 



rt, a. a,, On 



b\Z^ b^Zi b,z^ b„z,t 
nit «,,, Ap sont des entiers donnés^ el z,, z^ , r„ des en- 



tiers a trouver. 
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Solution. / oir les Fractions équivalentes de» M. Lc- 
bt^sgue, p. 8i. 

hcniarque. :Nous nous somiiu's servis de l'algorithine 
algébrique, parce que ees eoiisîdëra lions sont à Tusage 
des personnes qui connaissent cet algorithme; il est d'ail- 
leurs facile (le traduire les formules en phrases^ et d'em- 
ploycu' ce qu'on peul appeler le genre "verbeux. Comme 
il peut se trouver des examinateurs qui aiment ce genre, 
j'engage les candidats à s*y exercer, par précaution, en 
cette occasion et en d'autres. 

exemple, l ne demi-ligne d'écriture algorithmique 
suHit pour démontrer que, dans une proportion géomé- 
trique, le produit des extrêmes est égal au produit des 
moyens. Lne telle abréviation sera souvent repoussée 
avec colère. Remplacez cette demi-ligne par un flux de 
paroles, et vous serez bien accueilli. Historique. 



TROISIEME SOLITIO^ DE LA (QUESTION 201 

i Voir p. jo ; ei 208 ; ; 
Par m. K. DOULIOT , 

l.xU'i-iH' tlii KfOe .Montre. rliibbC i\v M. Viiifcnl. 



I. Lenune, Ktant donné un parallélogramme A BDE, 
si par un point C , pris sur la diagonale DA , ou sur son 
prolongement, on mène une droite qui coupe en N et T 
les côtés adjacents AR, DR, et en ^' et T' les côtés EA . 
El) . on aura 

ON . CT = CN' . CT' fig. 17, PI, H) ; 

et réciproquement, si sur la transversale II' Ton a 

le point (1 est sur la diagonale. 

Démonstration . Les deux triangles ACN, DCVr' élanl 
semblables, on a 

(:^ : ct' :: ca : en. 
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De même, les denx triangles ACllN', D(7J' étant sem- 
blables, on a 

CN' : CT : : CA : CD ; 

donc 

cn.(:t = cn'.ct'. 

Jieniarque. Le point C sera toujours compris entre 
deux nombres pairs de points d^intersections; ceci est 
évident, quand le point C est intérieur au parallélo- 
gramme. Si le point C est extérieur, en faisant tourner 
la droite autour du point (], de manière à éloigner le 
point T', on voit que dès qu'elle sera parallèle à DE elle 
le sera aussi xVB \ elle ne peut donc pas rencontrer une de 
ces droites dans le sens do (^T, et Tautre dans le sens de 
CT'. Donc le point C sera en dehors des quatre points 
d'intersections, ou il en aura deux de chaque côté. 

La réciproque se démontre par la réduction à l'ab- 
surde. 

2. Théorème. [Fig, 1 8, PL IL) Soient P, F rieux points 
appartenant respecth'enient à deux ellipses honiofocaleSj 
tels y que les tangentes menées à ces courbes en P et P 
se coupent à angle droit ^ en désignant par I le point de 
leur intersection , et par C le centre commun des ellipses, 
la droite CI div^isera en deux parties égales la distance PF. 

Strebor. 

Démonstration. Je mène les normales PR, FK; la 
figure PKFI est un rectangle, et 1(^ théorème sera dé- 
montré si l'on prouve quiîlepoinl C est sur la diagonale IK. 
Soient N, jN', T, T' les points où les normales et les tan- 
gentes rencontrent Taxe, on a 

C^ = CiN . CT el C^ = CN ' . C T ' ; 
donc 

CN.CT — CN .CT . 

Donc, <*ri vertu du lemme. le point C esl sur la diagonale. 
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Comme ou s'esl appuyé sur une propriété commune à 
l'ellipse et à Thyperbole , et dans laquelle les tangentes et 
les normales entrent d'une manière symétrique, on voit 
que le théorème est applicable à deux coniques homofo- 
cales quelconques. 



TROIS THÉORÈMES ARITHNOLOGIQUES DE M. STBINRR, 

Démontrés par M. STERN. 

(Journal de M. Crelle, t. XIV, p. 76, i835. ) 



Théorème I. Prenant tous les nombres entiers depuis 2 
jusquà V infini, et élev^ant chacun à toutes les puissances 
négatii^es, depuis la deuxième jusquà Vinfini^ la somme 
est égale à V unité. 

Démonstration, On a 



a — I a à* fi^ a* 



• • • 



Faisant successivement a=2, 3,49-'-9 <»i ^^ second 
membre donne toutes les puissances négatives des nom- 
bres entiers, et le premier membre devient successivement 



11 II I. 
— ? ^' "^ — 71... 



22 3 3 4j 
dont la somme est égale à Tunité. Ce qu'il fallait démon- 
trer. 

Observation, On a aussi 



I I I I 



Faisant successivement n=i'}.^ !î , î vî Q® ^^ ajoutant le> 
<^{uations, on conclut que la somme des puissances né- 
gatives paires des nombres entiers (Tunité exclue), moins 

la somme des puissaïK-evS impaires. «'St égale à ~\ donc le> 
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3 
ommes des puissances négatives paires == ^ , el les puis- 

ances négatives impaires = y 

Legendre, dans ses Exercices du calcul intégral, donne 
ine Table des sommes des puissances négatives , jusqu^à 
a trente-cinquième, avec seize décimales (part. 1\ , sect. i , 
>. 65). D'après cette Table, la somme des puissances 
légatives paires, depuis la deuxième jusqu'à la trente- 
quatrième inclusivement = 0,74999999998; ainsi la 
fromnie des puissances négatives restantes est moindre que 
j,oooooooooo2 \ d(* même la son^me des puissances néga- 
ives impaires depuis la troisième jusqu'à la trente- cin- 
quième inclusivement = 0,249999999908 ; ainsi la 
somme des puissances impaires restantes est moindre que 

L>,OOOOOOOOOOI. 

Théorème IL La somme de toutes les fractions de la 
forme r— est z= i. en donnant à x et y toutes 

(2-f-x)'^-/— I ' ^ 

les "valeurs entières positivées de o à ço , et ne prenant 
qu une fois les fractions qui se reproduisent plusieurs fois. 
Démonstration . 



,2H-ar)"-^^— I ■2-hx)'-^^ (2-hxV-+-'^ (2-hJ^)*^'-^ 

Donnant à j: et à y toutes les valeurs positives entières 
depuis o jusqu'à l'infini 5 prenant pour 2 4-x d'abord les 
nombres qui ne sont puissances d'aucun nombre; ensuite 
les nombres qui ne sont que des carrés et non des puis- 
sances supérieures ; puis les nombres qui ne sont que des 
cubes et non des puissances supérieures, etc. ; la somme 
totale renfermera donc la somme de toutes les puissances 
négatives, et on rentre dans le théorème I. 
Théorème III. 

(2 -H J'i"" ■ ' ' 

(2-f-J:'''^' — I 



W^ 12 -H J'I '^^ . N ,. X 
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m f/onnant à x et y toutes les valeurs positives cleoàx 
as^ec ces t^stnctions, 2 -Ky ne doit pas être une puissance 
supérieure d'un nombre y et 7.-^ x doit être une puissance 
supérieure d'un nombre. 

Démonstration. Cette expression 

I I 



et 2-l-r rie devant pas être une puissance supérieure 
d'un nombre , il s'ensuit que cette expression est la somme 
de toutes les puissances négatives , à partir de la seconde, 
de tous les nombres qui sont une puissance supérieure 
d'un nombre (*). 



THÉORIE GÉNÉRALE DES POIAIRES RÉCIPROQUES PUNES 

(\olr 1. VU, p. 30H-VO9 ,); 

Par m. LENïIIÉRIC, neveu, 

Professoiir. 



i . On a vu (tome \ U , page 352) que la polaire étant 

le polo était déirrminé par les deux équations 
(5; /;/ F'v -h Fx = G 

(6; FV -h l> = G , 

en posant, pour plus de simplicité, 

Dv4-KxH- 2K = P. 

Supposons les constantes m et n de la polaire liées entre 
elles par une relalion quelconque 

y{/N, ri; = o; 

il vu résultera un lieu géomélricjue des pôles dont Téqua- 
rion s'obtiendrail en éliminant m et // f»nlre la relation 
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lounée et les équations (5) et (6), qui iixeraieul la posi- 
ion particulière du pôle pour chaque système dr valeurs 
le m et n qui satisferait à cette relation. 

Les valeurs de m et //, déduites de (5) et (6), ayant 
même dénominateur, et leurs formes étant linéaires en x 
ît j , le lieu géométrique des pôles serait de même (l(»gré 
?ii .1' ex. y que la relation ^ (w, w) = o en m et n, 

2. On a vu aussi (tome \I1, page 353) que a et A dé- 
signant les coordonnées du pôle, Téquation de la polaire 
est 

^bT 4- F^j: 4- D6 -H E/i 4- 2 K. = o 
ou 

(7) ftFV4-«F;-»-P = o. 

Supposons les coordonnées («, h) du pôle liées entre elles 
par une relation quelconque 

et il résultera de là une courbe enveloppe des positions 
successives de la polaire, dont on obtiendrait Téquation 
par la théorie connue. 

3. (!es lieux des pôles et ces courbes- enveloppes des 
polaires présentent une foule de cas particuliers, dont 
l'élude n'offrirait aucune difficulté. Il est possible d'éta- 
blir, entre les constantes de la polaire et les coordonnées 
du pôle, des relations telles, que le lieu géométrique des 
pôles soit identique avec la courbe en^^eloppe des polaires, 
levais faire voir que cette identité a lieu si la polaire se 
meut tangentiellement à une courbe quelconque, et si le 
pôle parcourt la même courbe. 

Kn effet , soi t 

8) y,j-,r; = o 

une courbe quelconque située sur le plan d'une conique 

F ./•,)):= G. 
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La tangente à cette courbe eu un point (a, b) est 

n ix — ^; -^ ?" (j? — «) = o. 

Le pôle de cette tangente s'obtient en faisant, dans|5| 

et (6), 

ce qui identifie la tangente avec la polaire (3); on aura 
donc, pour déterminer le pôle de la tangente, les deai 
équations 

et 

(10) ^F', -h aF', -hPrrrO. 

Le point (a^ /f) étant sur la courbe (8) , on aura en ouirr 
la condition 

; 1 1) <p :/i, h) = o. 

\je lieu géométrique des pôles des diverses tangentes i li 
courbe (8) résultera donc de l'élimination de a et de h 
entre les trois équations (9), (10) et (n). 

Maintenant supposons que le pôle parcoure la conrbe (8), 
ce cjuî donnera la relation 

(11) o{a, b)= o; 

la polaire sera 

(lo) ^FV + rtF, -i-P = o. 

Pour avoir la courbe enveloppe des polaires de tous les 
points de la courbe (8), il faudra, d'après la théorie connue 
des courbes enveloppes, différentier (11) et (10) par rap- 
port à rt et à ft. ce qui donne 

, db 
an 
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et éliminer ensuite a. & et -r- entre les équations (i i), 

da * 



d^ 



(lo) et leurs dérivées. Or rélimination de — donne 

'.9) .,' -Y' 



Donc la courbe enveloppe des polaires des divers points 
de la courbe (8) résultera de Télimination de a et de & 
entre les trois équations (9), (10) et (11), comme le lieu 
géométrique des pôles des tangentes de la courbe (8) , ce 
qui établit la parfaite identité des deux lieux. 
De là résulte ce beau théorème de M. Poncelet : 
Ze lieu géométrique des pôles des tangentes d*une 
courbe quelconque, relativ^ement à une conique, est le 
même que Veui^eloppe des polaires des di\^ers points de 
cette courbe, relatii^ement à la conique. 

Ainsi il existe sur le plan d'une conique une infinité 
de systèmes de deux courbes telles, que chacune des 
courbes d'un même système est en même temps et le lieu 
des pôles des tangentes de l'autre, et Tenveloppe des 
polaires des divers points de l'autre, relativement à la 
conique. Les deux courbes d'un même système ont été 
désignées, par M. Poncelet , sous le nom de courbes po- 
laires réciproques, et la conique, qui leur sert d'inter- 
médiaire, sous le nom de directrice. 

C'est par la propriété connue (tome Vil, page 355) 
que toute droite qui passe par un point a son pôle sur la 
polaire de ce point, et réciproquement, et en considérant 
les courbes comme des polygones infinitésimaux ^ que Til- 
lustre géomètre fut conduit au théorème qui précède , 
dont il fit la base de Tune des théories les plus curieuses 
de la géométrie moderne, la dualité, que j'exposerai dans^ 
la suite. 

i. La courbe (8) étant du degré ///, la pilaire réri- 
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proque sera au plus du degré m (m — i) , car son équaliou 
résulte de rélîminalion de a et de h entre les trois équa- 
tions (9), (10) et (11), dont Tune est linéaire en a et/', 
et les deux autres de degrés m et m — i . 

D'ailleurs, toutes les tangentes à la eourbe (8), issues 
d'un même point, devant avoir leurs pôles sur la polaire 
dje ce point et sur la courbe polaire réciproque, on voit 
que le degré de la polaire réciproque doit €^tre «^al au 
nombre de tangentes que l'on pourrait mener à la courbe 
par un point de son plan. Or on sait qu'à une courbe du 
degré m on peut mener au plus m [m — i) tangentes. 

M. (xergonne a fait voir par l'exemple de la courlx» 
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dont la polaire réciproque, par rapport au «'ercle 

) ■' -h .X- = r-, 
est 

que la polaire réciproque d'une courbe du degré m peut, 
en ertet, s'élever au degré m (^m — 1). La polaire réci- 
proque d'une eourbe de degré m n'est donc pas la plus 
générale de son degré, car sa propre polaire réciproque 
doit reproduire la eourbe du degré /ai, tandis qu^on serait 
autorisé à croire qu'elle pourrait donner une courbe du 
degré m (m — 1) | m (m — i) — i ]. La polaire réciproque 
perd donc m'oint — 2) tangentes dans le faisceau issu 
d'un même point. M. le professeur Plucker est le pre- 
mier, comme le fait observer M. Terquem (tome Vil, 
page 3ii), qui ait donné une explication complètement 
satisfaisante de re fait singulier, sur lequel nous revien- 
drons. 
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o. Dans Ir cas où la courbt? 

8) ^[x,x] = o 

»erait une conique, on aura m = 2, el la polaire réci- 
>roque serait aussi une conique. Nous pourrions trouver 
'équation de cette polaire réciproque en suivant la marche 
ndiquée § 3. C'est celle qui a été suivie par M. Poncelet 
annales de Gergonne , tome VllI , page 2 24). -On y par- 
lent plus simplement en suivant la marche indiquée § i . 
Soit 

Ajf- 4- Bxy -h Gr' + 1)^ 4- Ex -h K = o, 

m 

12) F(x,^r) = o, 

'équation de la conique directrice; et soit 

fiy^ H- bxy — cx^ -h ^ H- c x -h X- =r o , 

»u 

i3) /{x,y) = o, 

a conique dont on demande la polaire réciproque. 

La relation (f [m, n) = o, entre les constantes de la po- 
aire représentée par y = mx + n , s'obtiendra en rem- 
Jaçant dans (i^) y par mx -f- w, et exprimant que Fé- 
iiation résultante du deuxième degré en x a ses deux 
acines égales. On trouvera , réduction faite , 

, j (A* — ^ac)n^ -^' 2[2ne — bd) mn -i- (d^ — ^aA)m^ 
\^ ^{bc — icd)n -h 9s[da — ibk)m -+- e^ — ^ck:=^Oy 

ans laquelle, substituant pour m et n leurs valeurs, 

„, - - pT ' " = - pT » 
n aura, pour Féquation de la polaire réciproque de la 
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couiqur ( I i^ ) , 

I {e' — 4rX ) ( F V)*" — 2 {de — '2 6A) F'^ F; 

( — 2(bd — 7. ae) pY'j^ -h ( b' — 4 ^<^)p^ = O- 

6. Si l'on prenait pour directrice la conique (i3),li 
polaire réciproque de (12) serait représentée par 

I (t:'-4CK)(/V)'-2(DE-2BK)/Vy; 
(16) I -4-2(0»-- 4 AK) (/',)' — 2 (BE — 2CD),»/', 

et pour avoir la polaire récipro(jue de (i5) par rapport 
à (i3), il faudrait reniplacer dans (16) les dérivées dr 
Féquation (i3) par celles de l'équation (i5). On obtien- 
drait ainsi une équation dont les coefficients auraient 
évidemment, avec ceux de Téquation (16), les mêmes 
relations que ceux de Féquation (i3) avec ceux de l'é- 
quation (i5), donc cette nouvelle équation serait celle d«' 
la polaire réciproque de Téquation (16) par rapport à la 
directrice (12). De là , ce théorème : 

I^s polaires réciproques r/e la directrice, par rapport 
à deux polaires réciproques y sont elles-mêmes polaires 
réciproques, par m p port à cette directrice (*). 

Nous désignerons ces polaires réciproques de la direc- 
trice sous le nom de polaires réciproques doubles, et 
nous ferons connaître quelques propriétés curieuses dont 
elles jouissent. Pour le moment, nous allons indiquer la 
discussion complèle de Téquation (i5) , qui n'offre d'ail- 
leurs aucune difficulté, et en évitant de trop longs détaiLs 
qui ne sauraient trouver place ici. 

7, Cas où la directrice serait une ellipse ou une h)- 
perbole. On peut toujours choisir les axes de manière 

(*) M. Angelo Genocchi , de Turin , nous n adresse une démonstrati(»o 
géométrique de ce ihéor^me. 
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que la directrice (12) ait pour équatiou 

la conique étant la courbe (i3). B'aisanl dans (i5), 

on aura, pour la polaire réciproque de (i3), 

i(«?» — 4 cX ; A\r' — 2 {de — 2 bA) AC xy 
-f- {d* — 4«X) C J' — 2{be— 2cr/) AKj 
^i{bd-^ afltf)CKx-h(^'— 4flc)K"=:o. 

L^inspection de cette équatiop montre que la directrice 
n influe que sur la position île la polaire réciproque 
dont la nature ne dépend que de la diflérence 

{dc^ibky— (r» -— 4r/ ) : //' — 4 nk) ; 

Téquation (i4) fait voir que les valeurs de m qui cor- 
respondent à n = o, seront réelles et inégales, réelles et 
égales ou imaginaires, suivant que cette diderence sera 
positive, nulle ou négalive. Mais les valeurs de m qui 
correspondent à // = o sont les coefficients angulaires des 
tangentes que l'on peut mener à la conique (i3) par 
l'origine , qui est le centre de la directrice ; donc : 

La polaire réciproque {Vune conique^ par rapport à 
une directrice qui a un centre, sera une hyperbole y une 
parabole ou une ellipse, suivant que le centre d^ la di- 
rectrice sera situé en dehors de la conique, sur la coni(/ue. 
ou en dedans. 

Cela était, d'ailleurs, facile à prévoir; car toute droite 
qui passe par le centre de la directrice ayant son pôle à 
Tinfîni, la polaire réciproque d'une courbe quelconque 
doit avoir autant de branches infinies que celte courbe a 
de tangentes passant par le centre dv la directrice. De 
plus, les points de tangence sont les pôles des éléments 
de la polaire réciproque situés à riiifini , r'est-à-dirr des 
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asymptotes de la polaire réciproque. Ces asymptotes sont 
donc les polaires des points de contact des tangentes me- 
nées à la courbe par le centre do la directrice; et, par 
suite, les cordes de contact sont les polaires des points 
d'intersection des asymptotes. Les points d'intersection de 
la directrice et de la polaire réciproque sont aussi faciles 
à déterminer, car les polaires de ces points sont tangentes 
à la directrice en ces points mêmes, et comme q|les sont 
aussi laugenles à la courbe donnée, on voit qu'on les ob- 
tiendra en menant des tangentes communes à la courbe et 
a la directrice. 

Ces remarques rendront , surtout dans le cas des co- 
niques, la polaire réciproque trop facile à construiir 
pour qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point. 

Si la conique (i3) était concentrique à la directrice, son 
équation se réduirait à la forme 

(19; <7 j^ -h rx' H- A- = o , 

4^mr- trouverait la polaire réciproque, en faisant 
dans (18), 

h = O^ (i Z= Oy (' Z= Oy 

ce qui donnerait 

{20; cA A'/- -+- a/, Ci' -H ncK^ = o. 

Vérifions sur les équations (17), (19) et (20) le théorème 
du § 6 sur les polaires réciproques doubles. 

En prenant (17) pour conique, sa polaire réciproque, 
par rapport à une directrice quelconque, serait, d'après 
l'équation (i5), 

CK(FV]' 4- AK(F;)' 4- ACP' = o. 

Si (19) est la directrice, on a 

F'^ = 2 nf, F'x= ^cxy P=z2A, 

et pour la polaire réciproque de (17) 

^21) rt^CK/'-i-c AKj-'-f / AC = o; 



( 26. ) 
si (20) est la directrice. 

F'^ = s». rX A V, ijc — 2 ^1/ Ci , P = 2 «r K ', 

et la polaire réciprcMjue de (17), par rapport à ceiro 
directrice, est 

(22) cH'A'j-; -h fi'^'C'x' 4- a'c-K' = o. 

Or on trouve que (21) et (22) sont polaires réciproques, 

en prenant pour directrice la couiqiie (17)* 

L*équatiou (20) montre que la polaire réciproque de ( 1 9) 

sena toujours de même nature que cette* conique. Pour 

que laconique et sa polaire réciproque fussent semblables, 

on devrait avoir 

C'A' _ aC' 

a c 



ou 



A 



a c ' 



mais alors la conique serait semblable à sa directrice. 
Si la directrice était une ellipse 

A/=-hCx' — K = o, 

et la conique une hyperbole ayant les mêmes axes 

Aj' — C.r' -h K = o , 

on trouverait, pour la polaire réciproque, Thyperbole 
elle-même. De même, en prenant Thyperbole pour direc- 
trice , on trouverait que Tellipse est à elle-même s;i 
polaire réciproque. 

On verrait de même que deux hyperboles conjuguées 
sont telles, que chacune est à elle-même sa polaire réci- 
proque par rapport à l'autre. 

Si la conique (i3) était une parabole, on aurait 

b'' — ^ac =. o ^ 

et Téquation (18) fait voir que la polaire réciprocpie pas- 
serait par le centre d(î la directrice; ce qui était facile à 
pré\oir, c-ar la conique aumit d<»u\ de ses éléments situés 
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'à riiiGni. Si la parabole avait le même axe que la direc- 
trice, on aurait, déplus, 

b := Oy c = Oy r/ iz: G , 

et réijuatiot] (i8) se réduirait à 

équation d^unc ellipse ou d'une hyperbole, suivant que a 
et k seront de signes contraires ou de mêmes signes, c'est- 
à-dire suivant que l'origine ou le centre de la directrice 
sera intérieur ou non à la parabole , comme on devait's y 
attendre. 

Si , de plus, le sommet de la parabole était à l'origine, 
la polaire réciproque serait 

équation d'une parabole de même sommet et de même 
axe que la proposée. Si la directrice était une ellipse, 
X] et K étant de signes contraires, les deux paraboles 
seraient opposées par le sommet-, si la directrice était une 
hyperbole, les deux paraboles seraient opposées par le 
sommet ou non, suivant que Taxe transverse de l'hyper- 
bole coïnciderait avec celui de la parabole ou lui serait 
perpendiculaire. 

8. Ctis où la direct rite serait un cercle. Soit 

l'équation de ce cercle-, en faisant dans (i8) 

on aura, pour la polaire réciproque d'une conique quel- 
conque par rapport à ce cercle, 

[e- — 4 <^^ j' — '^{d^' ~~ ^^1 ^\y ~^ v^ — 4^^) ^' 

_l_ 2r"{br — 2.cd)r -\- ir'^[hd — 1 ae)x -^ [b^ — ^ ac) r^ = Q ^ 

si la conique est un autre cercle quelconque 

>- -f- .1- H- r/> -f ex -h /= o. 



( ^63 ) 
Eu faisant, dans réquation précédente, 

a z= c = \ et b z=z Oj 

on aura, pour la polaire réciproque, 

(e^ — 4>f) j' — 9.dexx -h {d' — 4 A-),i- 

équation que l'on peut mettre sous la forme 

{d^ -^e" — 4A')(j'-|- j:') ^ {dy -\- ex -h 2r»)' = oj 

ce qui montre que la polaire réciproque est une conique 
ayant pour foyer l'origine ou le centre du cercle directeur, 
et pour directrice la droite 

dy -I- fo; + 2 r' = o , 

c'est-à-dire la polaire du centre du second cercle par rap- 
port au premier. 

Donc , la polaire d'un cercle y par rapport à un autre 
cercle ) est une conique ayant pour foyer le centre du 
cercle directeur, et pour directrice la polaire du centre 
de Vautre cercle. 

9. Cas ou la directrice serait une parabole. On peut 
toujours choisir les axes de manière que l'équation de la 
directrice soit 

(23) A j' -4- Ejt = o ; 

d'après l'équation (i8), l'équation d'une conique, par 
rapport à cette directrice , sera 

-f. (^> — 4 ac) E'o:^ — 4 {de — 2 bk) AE j 
— i[bd--7.ae)Y?x -h (//» — 4 «^*) E' = o. 

La nature de la polaire réciproque ne dépend que de la 
différence 

[be — 2 cd)' — (b^ — 4 ^^) (^' — 4 ^^')* 

Or, en faisant m = o dans la relation (i4) ? <^" trouvera; 
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pour déterminer les coefBcienls linéaires des tangentes do 
la conique parallèle à Taxe de la parabole, Téquation du 
deuxième degré 

et, suivant que la dillérence ci-dessus sera positive, nulle 
ou négative , la conique aura deux tangentes parallèles à 
Taxe de la parabole, ou n'en aura qu'une, ou n'en aura 
pas. Dans le premier cas, la polaire réciproque (24) sera 
une hyperbole *, dans le deuxième , une parabole ; et , dans 
le troisième, une ellipse: conclusions faciles à prévoir en 
considérant la parabole comme une conique ayant son 
centre à Tinfini. 

Si Ton avait ft* — /lac = o^ la polaire réciproque serait 
une hyperbole, à moins qu'on n'eût aussi be — 2crf=:o, 
ce qui arriverait pour i =1 o et c = o, c'est-à-dire si la 
conique avait son axe parallèle à celui de la directrice. 
Si les axes étaient les mêmes, on aurait, déplus, d=zo. 
et l'équation de la polaire réciproque deviendrait 

(25) H^ A' r' -¥■ (te Y? or — «X- E' r= o ; 

et , en supposant de plus A" = o, ce qui donnerait aux deux 
paraboles le même sommet, la polaire réciproque serait 

e A*7^ -h n E^ j: =: o , 

ce qui montre que, dans le cas de deux paraboles, 

A/' -h Ex = o, 
A >■' — \\x =z o, 

opposées par le sommet , chacune d elles serait à elle- 
même sa polaire réciproque par rapport à l'autre. 

10. Cas clés coniques confocales. En prenant pour 
origine le foyer de la conique , son équation sera 

(26, >'- -H .r- — [my -f- ftx -\- yV = o 
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ou 

( I — w')/' — 2 innxy -+- ( i — n}]x^ — 2 mqy — 2 nqx — V' = o> 

et, d'après l'équation ^1 5), pour avoir la polaire réci- 
proque par rapport à une directrice quelconque, il faudra 
remplacer a, &, c, etc., par leurs valeurs, ce qui donnera 

et, si la conique (a6) était une parabole, à cause de 

w' -h /i» — 1 =: o, 

(28) q (F^)' H- q (r,)» - 2 mpY'y -inpF',=zo. 

Daiis le cas où la directrice serait un cercle 

^•' -h x' =r r^ 

ayant pour centre le foyer de la conique, on aurait 

F'^ = 27, r, =r2Jr, y> = — 2r% 

et la polaire réciproque de la conique (26) serait 

(29) q^x^ -j' q^x^ -h ^rnqr^jr -h nnqr^x -j- (m^-h n^ — i)r* = o. 

On voit que cette polaire réciproque serait un cercle, 
quelle que soit la conique. Dans le cas de la parabole, 
m* H- /i* — 1 = 0, et le cercle passerait par l'origine ou 
par le foyer de la parabole. 

Les coordonnées du centre de ce cercle (29) sont 

^-^ V ' 7 ' 

et la polaire de ce point, par rapport au cercle direcleui*, 
est 

P/ -h «JT — r^ = O, 

ou, substituant les valeurs de a et de /5, 

mjr -h mu: + ^7 = 0, 

r'esl-à-dire l'équation de la directrice de la conique; d'où 
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résulte ce ihéorème au moyeu duquel une foule de pru< 
blêmes sur les coniques se ramènent à des problèmes sur 
les cercles : 

La polaire réciproque d*une conique, par rapport à 
un cercle conjocaly est un second cercle qui aurait pour 
centre le pôle de la directrice de la conique, par rap- 
port nu cercle conjbcal. 

On déduirait facilement des équations (26) et (iip) que, 
dans le cas de deux coniques de même foyer et de même 
directrice, la polaire réciproque serait aussi de même 
foyer et de même directrice. 



NOTE SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES; 

Par me. LIONNET, 

Professeur au lycée DescarUîs (*). 



1 . Etant donnée une limite â des erreurs commises sur 
les facteurs d'un produit abc... kl, trouver une limàe de 
l'erreur e commue sur le produit. 

Soient a\ b\ c\ etc., des valeurs de a, i, c, etc., ap- 
prochées par défaut à moins de ^. En remplaçant a par a\ 
on a diminué le facteur a d'un nombre moindre que 6. 
<*t le produitrtir.../L/d'un nombre moindre que âbc.kl-^ 
pareillement, en remplaçant b par // dans le produit 
a'bc.kl^ on a diminué ce produit d'un nombre moindre 
que àalc.kl^ et, à plus forte raison, d'un nombre 
moindre que ^ac.kl \ et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'en 
remplaçant /par /' dans le produit alb'c' ...k!l^ on ait di- 
minué ce produit d'un nombre moindre que dab..,k. 
J)o?ic . en définitive, on aura c <^ (î^n_i , .v„_i désignant 



) YojfZt p'>ur plu<i de detaiit», les (iompieinents d'arithmelique, livre VI. 
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>nime des produits n — i k n — i des n facteurs a , 

a général , si Ton désigne par /? le produit des fac- 
s non modifiés, et par n le nombre des facteurs mo- 
s tous par défaut, tous par excès, ou les uns par 
ut et les autres par excès , des raisonnements sem- 
ées conduiront à la relation 

h laquelle 5„_i représente la somme des produits n — i 
— I des facteurs modifiés , chaque facteur modifié 
voie d'augmentation étant remplacé par sa valeur 
pochée par excès. 

'.. Etant donnée une limite â de V erreur commise 
un nombre a , troui^er une limite de l'erreur corn" 
? sur la racine m*'"** de ce nombre, 
oit a une valeur de a approchée par excès à moins 



m 



'. En remplaçant a par a dans \'a^ Terreur e commise 
cette racine est v^ — v/a = j: — ;r, en posant va = x 
az= y. Or on a 



X — V = 



.r*-' -h x'^'^y -H a:«-\r' -h ... -h r"-' 



.r^ — y 



m 



>e plus, le dividende x"* — y*" = a — a<^i,^ et la re- 
yn. oL^a donne 



m tn 



V a > \a , ou jr > j ; 

c en remplaçant x par ) au diviseur, qui devient alors 
1 ^ ym-^i _^. ^.H-i_|_ (.|p ou /;iy'"-* on diminuera rv 



( ^68 ) 

diviseur, et on aura 






ou 



(0 ^< 



m 



En désignant par a. une valeur de a approchée par dé- 
faut à moins de ^, des raisonnements semblables condui- 
sent à la relation 

Corollaire. Les relations (i) et (2) montrent que si a 
est un nombre décimal plus grand que Tunité et que 

à = ) on aura e <' ; donc, pour obtenir la ra- 

10" ^10" ' 

cine m'^""' d'un nombre décimal plus grand que l* unité, 

à moins d'une unité décimale du n*^"" ordre, il suffit 

d'opérer sur une valeur du nombre proposé , approchée 

à moins de la mérnc unité décimale. Ce principe» peut 

d'ailleurs rtre considéré comme une conséquence de celui 

que nous allons démontrer. 

m. Pour extraire In racine m'''"' d^in nombre entier 
a (i^ec une erreur moindre que V unité ^ il sujfit de con- 
nnitre plus de la //*'*'""' partie du nombre de ses chiffres 
à partir de la gauche. 

Eu supposant que m soit le nombre dos chifîres de a. 
nous démontrerons d'abord que si l'on prend sur la gau- 
che de a un nombre de chilli-es plus grand que —, ou au 



/i I I 
moins égal à . en remplaçant tous les chillVes sui- 



in 



vanls par des zéros, Terreur e commise sur \/rt sera 
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moindre qu'une unité. En eflet, le iiombre a. qu'on sul)- 

stitue à a dans yfa contenant n chillVes est au moins 
égal Â lo"-*; de plus, le nombre des chifTrcs pris sur la 

gauche de n étant au moins égal à , la partie négli- 
gée contient au plus n ou ^^^ ~"'^ ^' chiffres* 

. w m ' 

donc cette partie est moindre que lo li^-ZLiLUli. Or on 

m 

a la relation 



c<—^ ' ou '•< (II), 

/ ■ m — I 



moL " 



m 



dans laquelle e désigne Terreur commise sur ^a en rem- 
plaçant a par une valeur a approchée par défaut à moins 

de à\ donc si Ton fait cJ =» lo ^V^ ~~'i et a = lo"""*, 

on aura, à plus forte raison, 

n(m — i) — I fil— 2 

m m 

V <^ , ou /? <; 

^ (m-i)(ii— ^^ nt 



m 

/Il X lo 



Remplaçant m successivement par chacun des nombres 



m — 2 



2, 3, 4 î 5, 6, 7, 8, 9, on voit immédiatement que lo '^ 
est moindre que m -, il en est de même pour une valeur 



m — 2 



quelconque de m supérieure à 9, puisque 10 '" est 
constamment moindre que lo ; donc, quel que soit le de- 
gré /// de la racine à extraire, on aura e <^ i . Il en résulte 
que pour extraire la racine m'*'"' ri'un nombre entier 
composé rlf n chiffres ^ avec une erreur moindre qu'une 
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unité, il suffit de prendre sur la gauche de ce nombre au 

moins chiffrées, en remplaçant tous les autres par 

des zéros ^ puis d'extraire la racine m'^' du nombre 
ainsi obtenu par excès, à moins d'une unité. Ainsi, par 
exemple , pour extraire la racine i a**"' d'un nombre de 
aS chiffres, avec une erreur moindre qu'une unité, il 
suffira de connaître ses deux premiers chiffres à gauche. 

IV . Trouv^er, av^ec une erreur moindre qiûun nulUniètre, 
i^ le diamètre d'un cercle dont l'aire est un mètre carré j 
2° le diamètre d'une sphère dont le volume est un mètre 
cube. 

Prenons le mètre pour unité de longueur, le mètre carre 
pour unité de surface, le mètre cube pour unité de 
volume, et désignons par x la mesure du diamètre 
demandé. 

i". On détermine la valeur de x par l'égalité 



y7rj?'=i, ou x= i/ —\ 



I 

4 



de sorte qu'il s'agira d'extraire à moins d'un millième la 
racine carrée du quotient de la division de 4 par tt ; or ce 
quotient est plus grand que l'unité, donc il suffit d'en 
obtenir une valeur approchée à moins d'un millième 
(II, cor.), c'est-à-dire de calculer sa partie entière et ses 
trois premières décimales. La division abrégée de Fourrier 

donne immédiatement -= 1,27.3 etc., et en extrayant la 

racine carrée de 1,273 par excès à moins d'un millième, 
on a a: = 1 ,1 29 avec une erreur moindre qu'un millième. 
2*^. On détermine x par l'égalité 

cr^^»' ou ^--^-^' 
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Le quotient - étant plus grand que Tunité, on détermine 

TT 

ses quatre premiers chiffres à gauche i, 9, o, y par la 
division abrégée de Fourrier, et en extrayant la racine 
cubique de i ,909 par excès à moins d'un millième , on 
aura a: = 1,241 avec une erreur moindre qu'un millième. 
La solution de ces problèmes fait ressortir Futilité de 
la dwision ordonnée de Fourrier combinée avec la règle 
donnée précédemment pour Textraclion des racines par 
approximation. 



BKHONSTRATION DES THÉORÈMES DE M. STREBOR SUR LES 
HYPERBOLES ÉQII1L4TÉRES CONCENTRIQUES. 

( Voir t. TU, p. t40 et 245 : questions 176 et 190 ) : 

Par m. Paul SERRET. 



1 . Ijemnie L Si , dans Téquation d'une droite en coor- 
données polaires, p = -; , on remplace p par 

^ ^ sm 6) — a CCS w ^ ^ ^ 

c* et w par 20), on obtient Téquation d'une hyperbole 

équilatère 

h 
pt^-. , 

?. sin w cos w — a (ces' w — sin* w) 

ayant poiu* centre Torigine des coordonnées. Donc , dans 
ce qui suit, les hyperboles équilatères correspondantes à 
des droites données par la transformation indiquée, se- 
ront toutes concentriques, leur centre commun étant 
rorîgine même des coordonnées. 

Cette remarque, qui nous conduira à des conséquences- 
importantes , est due à M. Strebor qui v\\ a fait le sujet 
de la question 190 (l. MI. p. 240). 



(0 
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2. Ijenunc II. Si une droite 

b 



sinw — acosw 



passe par le point [p =z p\ oy = o/), Thyperbole équila- 
tèrc correspondante 

b 



(,') .-^- 



?' 



sin 2 &> — /l COS 2 &> 

passera par le point lp'=i>Jp!^ co = — j . 

3. Lemme III. Si /7i droites se coupent au même point 
[p =z p'^ 0) = ot)'), les m hyperboles équilatères concen- 
triques correspondantes se couperont aussi au même point 

lp = V^î ^ = ~ ) 5 lequel point sera le point corres- 
pondant du point d'intersection des m droites. Evident 
d'après le lemme II. 

Cas particuliers. Si les m droites sont parallèles, les m 
hyperboles équilatères correspondantes auront mêmes 
asymptotes. 

\. Lemnie IV. Si m points sont sur une mêmedix>ite, 
savoir: 

(oz=p,, w = w, ),..., (p = p^, w r= w„), 

les ni points correspondants, savoir : 

sont sur une même hyperl)ole équilatère ayant pour centre 
Forigine des coordonnées, et correspondante à la droite 
des m points. 

Démonstration. Prenons Téquation de la droite, elle 
sera satisfaite par les coordonnées de chacun des m points; 
prenons l'équation de rhyperbole équilatère correspon- 
dante, elle sera satisfaite (lemme II) par les coordonnées 
de chacun des w points correspondants. Donc, etc. 
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ttemanfue. Dans ce qui précède, nous disons que le 
point (jO, ^)) est le point correspondant du point (o', o/) 

si Ton a 

«• / 

p= vp% «= --• 

5. Lemme V. Le point corre5/;o«rfanf du point d'in- 
tersection de deux droites est le point d'intersection des 
deux hyperboles ëquilalères concentriques correspond 
dantes, 

6. Lemme VI. Si deux droites se coupent sous un 
angle A, les hyperboles équilatères concentriques cor- 
respondantes se couperont sous le même angle A. 

Démonstration, Soient 



P = 



sm w — a cos w 

h' 



p = - ;; 

sino) — a COS&» 



les équations de deux droites. Soit A Tangle des deux 
droites ; on aura 



tangA = - 



aa 



Les hyperboles équilatères correspondantes sont, en pas- 
sant aux coordonnées rectilignes, représentées par 

Soient ai, a, les coefficients angulaires des tangentes 
aux deux courbes , à leur point commun d'intersection; 
on aura 

ax— V a'x—y 

X -f- flj X -h ^ r 

.4nii. <i<- M/?fArmaf. . t. VllI. (Juillet 1849.) « ^^ 



( ■*:-i ) 

SI A' désigne Taii^le des deux langeiiles^ on aura 



laiij; A — 



I _j_ ^^ — ^^ 

\x -4- a !■■ (^ -h ar. 

~~ (x' 4- r') -1 4- oa') ~~ i + ^«' 
Donc tang A' = tangA ; donc A' = A. C.Q.F.i). 

(\u'oîlaires. i^. Si deux droites sont perpendiculaires, 
les deux hyp<*rbol(*s équilatères correspondantes se cou- 
])ent orthogonalcmcnl : 

sè". Si une» droite C divise dans un rapport quelconque 
Tanglc de deux autres droites A et R, Thyperbole équi- 
lalère correspondante C divisera dans le même rapport 
l'angle dc\s deux hyperboles équilatères correspondantes 
K\ B . 

7. TnÉonKME 1. Étant donnée la base d'un triangle 
curvdigne formé par trois arcs dliyherboles équilatères 
concentriques^ le lieu du sommet, lorsque V angle fait 
par les deux côtés est constant , est une ellipse de Ca'i- 
sini, (Strebor, (juostiori 176, t. VII, p. 45.) 

Démonstration. Prenons sur le plan de deux axes iixe^ 
rectangulaires un trianghî rectilignc ABC dont la base AK 
soit fixe et Variole au sommet (] soit coUsStant. I.e Heu dé- 
crit par le sommet (1 sera un cen-l<» dont IWjuation sera 

»-' H- .r- -^ ar 4 hi -h r r^: o, en coordonnées rectilignes , 
et 
j , j 0- 4- û 'fl sin w 4- /> cos wî 4- ^ = o, en coordonnées polaires. 

La transformation indiquée dans le lemme I nous donne, 
comme correspondant an Iriangle rectiligne ABC donl il 
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vient d'être parlé, un triangle curviligne A'B'C formé 
d*arcs d'hyperboles équilatères ayant leur centre commun 
en O, origine des coordonnées; la base curviligne A'B' de 
ce triangle étant fixe, et l'angle C au sommet constant 
(lemme VI). 

D'ailleurs (p == p', w = o/) étant les coordonnées du 
point C dans Tune de ses positions, les coordonnées du 
point correspondant C seront 

d'où 1 on tire 

Or on a 

p'- -h p' \n sin w' -\- h rnso/) -f- r = o; 

donc , en remplaçant p', '#/ par leurs valeurs p', 20), , 
(2) p ! H- PÏ (^' sin 2 w, -h /^ cos 2w, ) 4- r =r o ; 

ou, en passant aux coordonnées rectilignes , 

(a') (7'-+-.r=)^-+-2fl.j:^ -4- /;(jr"^ — j») -H r = o, 

écpiation générale d'une ellipse de Cassini rapportée à 
deux axes rectangulaires passant par son centre. Or l'é- 
quation (2') représente le lieu décrit par le sommet CI du 
triangle curviligne A' BT/ considéré; donc ce lieu est une 
ellipse de Cassini . C . Q . I'. D. 

Remarque, Dans le triangle rectiligne, l'enveloppe de 
la bissectrice de l'angle mobile C est un point situé sur la 
circonférence du cercle décrit par le point C; de même, 
dans le triangle curviligne A'B'C, si Ton mène à chaque 
position du sommet C l'arc d'hyperbole équilatcre ayant 
son centre en O (origine des coordonnées) qui divise en 



ft 
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d(*ax parties égalt;s 1 angle au sommet, l'enveloppe de 
Tare bissecteur sera un point situé sur l'ellipse de Ca»- 
sini décrite par le sommet C La même chose aurait lieu 
dans quelque rapport que Tare d'hyperbole divisât TaDgle 
au sommet , pourvu que ce rapport fût constant. 

8. Corollaires. L'angle curviligne , inscrit dans un 
segment déterminé d'une ellipse de Cassini et formé d'arcs 
d'hyperboles équilatères ayant leur centre commun au 
centre de l'ellipse, est constant. 

Un triangle curviligne étant formé de trois arcs dliy- 
perboles équilatères ayant leur centre commun en O : 

1^. Les trois arcs d'hyperboles équilatères ayant leur 
centre en O et menés par chaque sommet du triangle 
perpendiculaiiement au côté opposé, se coupent en un 
même point ^ 

u". Los trois arcs d'hyperboles équilatères ayant leur 
centre commun en O, et bissecteurs des trois angles du 
triangle, se coupent en un même point. (Strebor.) 

Les ihéoi'èmes énoncés ayant lieu pour le triangle rec- 
tiligne, ont lieu aussi pour le triangle curviligne en 
question, d'après les Icmmes établis. 

9. Théorème IL Dans fout polygone curviligne de m 
côtés J'onnc (Fdrcs (V hyperboles équilatères concen- 
triques, la somme des . angles du polygone est égale 
(j entant de fois deux angles droits quil y a de côtés 
moins il eux. 

Remarque. Toutefois, il y aura doute sur la manière 
d'estimer les angles du polygone curviligne. 

10. Théorème 111. Si par un point quelconque d'une 
ellipse de Cassini, circonscrite à un triangle cun^iligne 
formé d'arcs.,, ayant pour centre celui O de f'eUipse, on 
mène des arcs d'hyp . . . perpendiculaires aux côtés du 
triangle in se rit , les trois points d'intersection serrant sur 
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une même hyperbole èquUatère ayant son centre en O. 

Remarque. Le théorème que j'ai donné (t. VII, p. 214) 
sur le quadrilatère rectiligne inscrit à un cercle, donne 
un théorème correspondant sur le quadrilatère curviligne 
inscrit à une ellipse de Cassini. 

Le théorème sur les quatre points de rencontre de$ 
hauteurs dans les quatre triangles que Ton peut former 
avec les côtés d'un quadrilatère rectiligne, en fournit un 
analogue sur le quadrilatère curviligne. 

Les théorèmes de Pascal et de Brianchon , et leurs con- 
séquences, donnent des propositions analogues pour les 
hexagones, les pentagones, les triangles curvilignes in- 
scrits ou circonscrits à l'ellipse de Cassini. Il en est de 
même d'un très-grand nombre d'autres théorèmes. Ainsi : 

I-e théorème de M. Poncelet sur T enveloppe des cordes 
d'un cercle vues d'un point de leur plan sous un angle 
droit ; 

I-re théorème de M. Finck, question loi; 

Le principe sur Tinvolution de Desargues, en n'inlro-r 
duisantdans Ténoncé que des rapports de sinus. 

Généralement, tout théorème de collinéation sur des 
lignes droites , dans renoncé duquel n'entre aucune re- 
lation entre des grandeurs métriques , mais seulement des 
constructions de droites d'après des données graphiques, 
les angles étant constants ou variables suivant une certaine 
loi , donnera toujours un théorème analogue pour le 
système curviligne, en remplaçant les droites par des 
hyperboles équilatères coneentriques. 

Note, Les analogies qui existent entre le triangle rec- 
tiligne inscrit à un cercle, et le triangle cur\iligno inscrit 
dans une ellipse de C'avSsini , permettent de résoudre facile- 
ment la question suivante. 

Problème. Etant donnés le centre et trois points d'nni: 
ellipse de Cassini, construire géométriquement la tan- 
gente à la courhc en Van quelconque de ses points. 
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1 1 . 'rHÉOKÈME 1 V . Étant données deux hyperboles équi- 
latères concentriques^ soient nn^ le diamètre commun 
aux deux courbes, al innix la tangente commune : 

i". Le dcmi-diamèlre commun sera moyen géométrique 
entre les demi-diamètres aboutissant aux points de con- 
tact de la tangente commune (Strebor) ; 

'2^. I^es diamètres aboutissant aux points de contact de 
la tangente commune seront également inclinés sur U 
diamètre commun \ 

3". Les deux extrémités du diamètre commun et les 
deux points d(.* contact de la tangente commune seront les 
sommets d'un quadrilatère inscriptible. 

C^.es divers énoncés, y compris celui de M. Strebor, se 
démontrent facilement par la géométrie. 

12. Théorème \ . Étant tracés un ilemi-cervle et le dia- 
mètre qui le termine y on inscrit dans la figure résultante 
un système de deux cercles tangents entre eux : 

I**. Le point de contact des deux cercles inscrits 
décrira un arc de cercle (théorème connu) ; 

j,'^ . La droite qui joiiit les centres des deux cercles aura 
pour enveloppe un arc de cercle. 

13. Théorème VL Étant données deux ellipses hotuo- 
Jocales , si y par les deux extrémités tTun diamètf\; quel- 
conque de r ellipse extérieure , on mène des tangentes à 
r ellipse intérieure , la somme des longueurs interceptées 
sur chaque tangente de Vextiémité du diamètre à leur 
point de commune intersection sera constante. Pour 
deux hyperboles honiofocales la différence serait con- 
stante. 

li. Théohème ml Soit itn triangle variable ABC dont 
les trois côtés pivotent autour de trois points fixes si- 
tués en ligne droite ; si les deux sommets A , B sont 
constamment sur une nuime conique , le sotnniet libre C 
décrira lui-même une conique. 



( '^79 ) 
13. Théorème corrélatif par lus polaires réciproques. 
Note, Tous ces théorèmes découlent des méthodes 
métamorphiques, (f^oir t. V, p. 5o2.) Tm. 



NOTE SUR LA PLUS COURTE DISTAKCE DE DEUX POINTS 
SITUÉS SUR LA SURFACE DE LA SPHÈRE: 

Par m. L. THOMAS, 

Professeur de inatheiiiatiipies. 



Dans les éléments^ pour prouver que, de toutes les 
lignes tracées sur la surface d'une sphère et terminées aux 
deux mêmes points, la plus courte est Tare de grand cercle 
qui joint ces deux points^ on regarde comme évident 
qu^ entre les deux points donnés, il y a toujours une ligne 
moindre que toutes les autres, et Ton démontre ensuite 
(ju'on peut trouver une ligne plus courte que toute ligne 
qui diffère de Tare de grand cercle. Le postulatum n'est 
pas admissible dans toute sa généralité, puisque, pour 
unir les deux extrémités d'un même diamètre, il n'y a 
aucune ligne moindre que; toutes les autres , il y .en a une 
infinité d'également courlis. De plus, le mode de dé- 
monstration employé ne pouvant s'appliquer à l'arc de 
grand cercle, pour être logique, il faudrait, avant de con- 
clure, faire voir que, par aucun autre tour de démonstra- 
tion, on ne parviendra à prouver que Tare de grand 
cercle n'admet pas de ligne plus courte que lui-même. 

Il y a de ce théorème une démonstration directe , plus 
simple et (|ui me semble très- rigoureuse; la \oi«^i ; 

Soient A VI H (/'^. i5, PI. Il) l'arc de grand cercle 
»»l AFIBune autre ligne (|uelcoiic(ue lerniiiiée ;uix deux 
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tioDS ne peut être présenté aux élèves lorsqu'ils ne font 
qu^aborder la sphère ; mais il est utile de les en instruire 
le plus tôt possible. L'occasion de généraliser ne doit ja- 
mais être négligée^ car Tesprit de la science consiste dans 
la généralisation , qui agrandit et facilite tout. Tm. 



QIESTION irEXiMEN SUR LES DIAMÈTRES 

, Voir p. Jt.1* 1 . 



1 . Le mot (liaiuclre a plusieurs seus j dans ce qui suit, 
ou appelle diamètre une droite qui partage en deux par- 
ties égales un système de cordes parallèles. 

2. Théorème. Une ligne plane qui a deux diamètres 
a nécessairement un troisième diamètre { fig. 12, PL II ) . 

Démonstration, Soient OY, OX les deux diamètres 
(Jig< 12), et soient M, N deux points de la ligne don- 
née. Au point M correspondent les deux points Mj , Mt -, 
de même, Ni et N, sont les points correspondants de N 
par rapport aux deux diamètres. Prenons les points B , S^ 
correspondants de M, et iNj relativement au diamètre OY. 
Les points I, L, milieux des cordes NN,, MMj, ont leurs 
correspondants, par rapport au diamètre O Y, en F et en 
G, milieux des cordes M,R, N,S^ donc, comme les trois 
points G, F, O sont évidemment en ligne droite , OFG 
coupe en parties égales le système de cordes parallèles 
M,R, NjS. Donc OFG est un troisième diamètre. 

C. Q. F. D. 

3. A Paide de ce troisième diamètre et de l'un des deux 
diamètres donnés, on peut en trouver un quatrième, et 
ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on rencontre un diamètre 
déjà trouvé-, ce qui peut arriver dès le troisième diamètre. 
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Obsetvation, Cette démonstralioii simple a été donnée 
par M. leprofesseiir ChcMjuel, dans son Cours à I^Institutiou 
Mayer. Notre savant collaborateur, M. Breton (de Champs), 
a bien voulu nous promettre un travail complet sur ce 
genre de diamètres reclilignes ei curvilignes. Euler n'a 
traité que des diamètres coupant les coi'des à angle droit. 



^OTE SUR L ANULE DROIT CIRCONSCRIT \ DEIX CONIQUES. 



I. Ay^ -h Bxr -h Cr* -h Djr 4- Ej: -h F ~ o, 
ky -+- B'.rr H- Cjt' 4- D'f -\- VJ x -{- F' = o, 

équations de deux coniques, axes rectangulaires; 

y -^ ex -f-/ ^= o, tangente k la première conique, 
y 4- e'x -hy = o , tangente h la deuxième conique . 

Posons 

P = mx^ — 2 /x 4- /, P' = f* j' — 2 ît'j- -h a', 

Q =: Ajr -\- k' X -h /' — 'nxY^ Q' = ttj -h tt' x 4- v — pi-'*> » 
R = wr' — 2 k' Y 4- /', R' = |x.r' — - 2 TTj: 4- A , 

L = AK' — BDE 4- CD 4- F (B» — 4 AC) , 

^ = .71' ^' = :m' ^-dc' '-;7Â' 

r/L ilL 

f/B tl¥' 

les lettres grec(ju(\s sont relatives h la seconde coniciue. 

Représentons par x et y les coordonnées du jK)inl d in- 
tersection des deux tangentes; on a les deux équations do 
condition qui établissent le contact 

( IV - ?.Qr 4- R ~ o. 
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Les taiigeiiles lormant un angle droit , ou a 

rf^ -H I = O ; 

donc la dernière équation devient 

(2; P'^»-h 2Q'<?-+-R'=r o. 

Klinfiinant e, on obtient 
(3) (RP' — PR')' 4- 4 (RQ' H- QR' ) (PQ' -h QF) = o. 

Le terme le plus élevé de Téquation est m -a* (j* H- x^y ^ 
donc si Téquation n'a pas de facteur rationnel , le lieu 
géométrique du point d'intersection est toujours du hui- 
tième degré, à moins que Tune des coniques ne soit une 
parabole; car alors tn ou a est nul ^ et Téquation nVst plus 
que du sixième degré. Si les deux coniques sont des para- 
boles, l'équation s'abaisse au quatrième degré. Si Téqua- 
tion a un facteur rationnel du deuxième degré, il doit être 
de la forme A (y* 4- .r*) -h etc.^ donc le lieu géométrique 
n'admet d'autres coniques que le cercle. 

Lorsque les deux coniques se confondent , on a 

P'r=R, Q'=rQ, R'=P, 
et l'équation (3) devient 

(R 4- P)^ [(R — P/^ H- 4Q^J r= o ; 
d'où 

R -HPr=o, 

équation du cercle : théorème déjà connu de Pappus. 

Eliminant e entre les deux équations (i) et (3), on 
obtient 

r>(PQ' H- PQ -h RQ' -+- R'Q = o. 
Si l'on a l'identité 

PQ' 4- P' Q = RQ' -f- R' Q , 
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alors le lieu a pour équation 

PQ' -hP'Q = o; 

Tidentité donne celle-ci , 

Q'(P — R) = Q(R'- P). 

Pour qu'elle subsiste, il faut que fc, k\ tt, ti', /», v de- 

/_/' \ y 

viennent nuls, et que = > c'est-à-dire il faut 

^ m n 

que les deux coniques soient homofocales, et le lieu 

devient 

/Wfxfx' -h r') -h /p -h mV = o, 

équation d'un cercle concentrique aux coniques. 

L'équation RP' — PR' = o amène au même résulut; 
de même, RQ' -h QW = o. 



INTERSECTION DE DEUX GERGLIS. 

Relation entre la distance des centres , la corde comnane et les riatre 
segments de la ligne des centres. Aire dn triangle ; 

Pab m. g.-j. dostor. 

Docteur es sciences mathématiques. 



Théorème I. Lorsque deux cercles se coupent y les 
droites qui joignent les extrémités d'un diamètre de la 
ligne des centres à un point d'intersection, sont coupées 
par la seconde circonférence en segments, comptés à 
paitir de ce diamètre, proportionnels entre eux, et dans 
le rapport de ce diamètre et de la double distance des 
rentres (fig. i6, PI. II). 

Démonstration . 

Kc: Fx; :: ic : fh :: rf : 2AB. 
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Ëneliët, Tangle ECF étant droit, son adjacent GCU 
i^est aussi , et la droite GH passe par le centre B. 

Cela étant , du centre B menons sur la corde CH la per- 
pendiculaire BO. 

Les deux triangles rectangles CEF, BFO sont sem- 
blables et donnent la proportion 

EC : BO :: FC : FO :: ef : bf; 

d'où 

EC : EB -H 2B0 :: FC : FC-haFO :: ef : EF-i- aBF. 

Or 

EC -h 2BO = EC -h CG =r EG, 
FC 4- 2 FO = CO -f- FO = FH, 
EF H- 2 BF = 2 AF H- 2 BF = 2 AB ; 

donc 

EC : EG :: FC : fh :: ef : 2AB. 

On a de même 

KC : KM :: lc : ln :: kl : 2AB. 

Corollaire. La comparaison des deux dernières pro- 
portions donne 

ec kc fc lc 
êg-km'--fh'ln-'^^*^ ""^ ::ac:bc. 

Théorème IL Lorsque deux cercles se coupent, le pro^ 
duit de la distance des centreSy par la corde commune, 
est égal à la racine carrée du produit des quatre seg- 
nients de la ligne des centres. 

En eflet, de la similitude des deux triangles CEF, CFl, 
on tire 

EF : EC :: 2CF : 2CI, 

d'où 



7 . — ï 



EF CD =-. EC .4CF ; 
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mais on a, par le théorème précédoiil, 

2AB.EC = EG.EF, 
2AB.FC = FH.EF. 

Multipliant ces trois égalités membre à membre^ et sim- 
plifiant, on obtient 

Âb'.Cd' = EC.EG.FC.FH. 
Or 

EC.EG = EK.EL, FC.FH = FL.FK; 

donc 

AB.CD = v'EK.EL.FK.FX. 

Corollaire. Posons 

AB = ^, KC = h, BC = r, 

nous aurons 

EK = AB 4- AE -h BK = /i -h A -h r , 
EL = EA -h AB — BL = ^ H- « — r, 
FK = AB -h BK — AF = rt -h r — ^, 
FL =: AF H- BF - AB =7» -f- c — «; 

et puisque 

/ AB X CI .^^ 
ABXCD~4. = 4 ABC, 

il viendra 



ABC=: -^ Vi« H- /^-hr, |> H- /) — r) (fl-4-r— h) [b -{- c — n\ 
pour Vaire du triangle ABC m valeur de ses côtés. 



THÉORÈMES SIR LES POLAIRES; 

Par m. Casimir FOUCAULT, 
KU'v<' dp rinstitiitiim Barbet. 



Théorème 1. Si du centre d'une ellipse ou d'une hyper- 
hoh' oïl abaisse une perpendiculaire sur la polaire d'un 



( =^«7 ) 
9oint situé r/ans le plan de la cour/ e, le rectangle con- 
struit sur cette perpendiculaire et le diamètre conjugué 
parallèle à la polaire pris dans une courbe semblable 
concentrique à la première, passant parce point donné, 
est constamment équis^alent au rectangle des demi-axes 
de la première courbe. 

Considérons une ellipse \ soient P le point donné et ST 
la polaire du point P. Supposons que dans Tcllipse sem- 
blable, concentrique à AA'BH, et passant par le point 
P, OH soit le conjugué de OP. OjN étant perpendiculaire 
à la polaire ST, il s'agit de démontrer que 

OH X ON = constante =: ab. 

En effet, nous représenterons le rapport de similitude 
parK.0H= VK. 

Les deux triangles semblables OiNS et OPQ donnent 

ON : PQ :: OS : OP, 



ou 
On a 

de là 



ON : «'KsinO :: OS : a' Kl. 



OV =0PX0S, nu r7'' = fi'K.0S; 



cl , par suite , 



«,=î-, 



ON^''^'"' 



K 
Donc 

OHX ON — rt7/8in5=ra/^. C Q. F. D. 

Théorème H. On démontre facilement que le triangle 
formé en joignant le pôle aux points d'intersection d^ la 
polaire est constant lorsque le pôle se meut sur une 
courbe semblable et concentrique à la première. 

Théorème III. Lr triangle formé en joignant les 
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points de contact au centre est aussi constant. On obtient 
donc un quadrilatère de surface constante qui se décom- 
pose enjoignant le centre au pôle en deux triangles équi- 
valents et de surface constante. 



QUESTION D EUNEN SUR LES ASYMPTOTES 

(Voir t. VIII, p. lOt?. 



Théorème. Une courbe algébrique quia un diamètre 
et une asymptote a encore une seconde asymptote • 

Démonstration, Prenons le diamètre pour axe des x 
et une droite non parallèle à Tasymptote donnée pour 
axe des y; l'équation de la courbe ne renfermera que 
des puissances paires de y. Soit m le degré de cette équa- 
tion et P,„ la somme des termes de ce degré \ cette somme 
contient nécessairement des termes en y^ puisqu'il e^ciste 
au moins une asymptote non parallèle à Taxe des j. 

Faisant - = ir, on obtient P,„ = x"*/*(z) ; posant /*(2) = o, 

on obtient les directions des asymptotes. Or l'équation 
en z est de degré pair et a une racine réelle , par consé- 
quent elle a une seronrlc racine réelle. Donc, etc. Celte 
seconde asymptote est sujette à la discussion connue. 



SECONDE DÉMONSTRATION D UN THÉORÈME SUR LES 

ASYMPTOTES 

f Voir t. V(, p. tl7, Serret). 



i". Lorsqu'une ligne s'arrête en un point , sans co/i/^ 
nuev et sans rebrousser, ce point est appelé point d* arrêt. 

Ainsi dans )= f* , y = .iV.?', Torigine est un point 
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eVarrtit, On ne poul rciu-ontrer ces poinls (jue dans les 
lignes transcendantes (*). Dans les courbes algébriques, 
chaque point d'une brandie divise cette brandie en deux 
parties , et la tangente en ce point est à la fois tangente 
îi chacune de ces parties. Cela a même lieu lorsque le 
point de contact est à Tinfini : c'est l'objet du théorème 
suivant. 

2". Théorème. Une asymptote est toujours tangente 
à deux parties de la courbe. 

Démonstration, Cherchons la polaire réciproque de la 
courbe par rapport à une conique à centre tracée dans 
son plan. Le pôle P de l'asymptote est sur le diamètre 
conjugué à cette asymptote, et ce diamètre est la polaire 
du point de contact situé à l'infini. Donc ce diamètre 
touche la polaire réciprocjue au point P; mais la polaire 
réciproque étant algêhrùpiey le point P n est pas un point 
d'arrêt^ donc le diamètre touche deux parties de la po- 
laire réciproque : par conséquent l'asymptote touche aussi 
deux parties correspondantes de la courbe. 



■'• ) On lil dans le Traité de Calcul di/fércntiel t\o M. l'abbc M<>i{ïiio que 

la ligne dont l'équation ost^ ~ Tt '^•^''*' *^''"^ points d'arrôls situ«'s sur 
l'axe de» j àm part «t d'autn» do l'origine et à l'unité de distance (Tome I, 
paQC '20çji\; on suppose qiio yGr* n'a (|u'un(> seule valeur. 



Ann. Je Muthêimit.. U Vlll. (Acût 1849O ^9 
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SIR LE THÉOKÈME DES POLAIRES A DEUX CERCLES. 

V est un point qoelconque pris dans le plan de denx cercles donnés; P' est le 
point d'intersection des deux polaires de P relativement aux deux cercles; 
P et P' sont dits points réciproques : prouver que Taxe radical passe par 
le milieu de la droite PP' 

( Votr p. 152 ) ; 

Par m. gentil, 

i.hof d'iiistilution. ancien v\v.\c do l'Écolo Polytocliiiu|iie. 



A Taiclc du principe suivant, démontré par M. Pon- 
reliît, n'* 78, du Traité des propnefés projeclives des 
figures, ce théorème devient évident. 

" « Tous les milieux des cordes de contact qui correspon- 
dent à un môme point quelconque du plan d^une suite de 
cercles , ayant une sécante commune (réelle ou idéale), 
sont distribués sur une nouvelle circonférence, coupant 
ortliogonalement toutes les premières » (et j'ajoute : pas- 
sant par ce point). 

Dans le théorème, PP' est un diamètre d'un*cercle cou- 
pant ortliogonalement les deux cercles donnés, qui a, par 
conséquent, son centre sur Taxe radical. Donc, etc. 

Je crois qu'il est ulile de propager des principes comme 
ceux de M. Poncelet. 

Remarque. Si, au lieu de deux cercles, ou considère 
une suite de cercles ayant une corde commune, le point P 
a toujours la même réciproque P' par rapport à deux quel- 
conques de ces cercles. 

Note. i^. Soit Ar''-hRxv4-C.r'H-Dr-+-Hr4-F = o: 
lous les coefficients sont constants, excepté B; toutes ces 
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coniques passent par les mêmes quatre points. Soient 
jc' , y les coordonnées d'un point pris dans le plan des 
coniques, et x^jr les eoordohnées d'un point polairement 
conjugué, on a 



où 

F' = Ar'' 4- Bar'r ' + Gr'= + Dr' -f- Ex' + F. 

Pour avoir le lieu du point (x, y)^ il faut éliminer B 
entre les deux équations (i). B monte au troisième degré 
dans le terme mF^] mais en éliminant F', on obtient 

■ . ■ 

Féquation 

(2) /«(j^x' — arj')4-^'(j: — x')-f-X-(j' — 7)=o, 

où B ne monte qu'au second degré. On en déduit 
9n T*' ?' ^^^ ^®^ fonctions linéaires en j: et j^; et 

4^1) ^^î so"^ ^^^ fonctions du second oixlre en x et y. 
Substituant B' et B* dans les équations (i), on obtient 

BP, -f-Po=:o; BQ, -f- Qj=:o; 

P,, Pj, Qt, Qi étant des fonctions en Xj y du troisième 
degré. Eliminant B, on a une équatioif du sixième degré 
en X et y^ et qui représente le lieu cl^erché. 

'1^, Soit r' -+- ^' -H B^ -f- Ej: = o Féquation d'un 
cercle^ D est constant et E est variable^ tous ces cercles 
ont deux points en commun. Un calcul facile montre 
que le lieu est un cercle. 

y .Parabole. (j-f-Cr)*-f-rj -h ^^CVr = oj /et 5 sont 
constants et C est variable; toutes ces paraboles ont trois 

19- 
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r 

points on commun. L équation (2) donne C = — -^ '—- 

substituant dans Tune quelconque des équations (i), on 
parvient à une ligne du troisième ordre. 



QUESTION SUR LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES; 

Par m. J.-H. VINCENT, 

Professeur au lycée Monge. 



Soit— une fraction irréductible; les deux termes de 

A m 

la fraction — auront k pour commun diviseur le plus 

grand, c'est-à-dire que l'opération du plus grand com- 
mun diviseur donnera, dans une des divisions succ-essives, 
k pour diviseur et zéro pour reste. D'où il résulte que. 
si Ton représente par a un nombre très-petit par rapport 

à A, la fraction — sera Tune des réduites de la fraction 

km H- a 
kn 

Ne s'eiisuil-il pas que la division partielle qui donnera 
cette réduite donnera en même temps a pour reste, puis- 
qu'en faisant a = o, on reproduirait la réduite? 
Réponse : JNoN. 

m 
n 



En clTet, supposons la réduite — précédée de ces deux 



m' m" 
autres —79—779 on aura 
n n 



d' ' 



m z=m'q -\- m" y n = n' q + n" ; 

ou 

m m'q-^-w 



n 



n n'q^n" 
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A /W I ^ 

Pour reproduire — ; , il suflil de fenîr eomple du 

reste correspondant à q \ soient /• ee reste et d le diviseur : 
on aura 



■■("-.9 



m' r 



m I <y 4- -; ) -t- fn m -h 



/ //i -H a _^ y d) __ d 

kn / r\ „ n' r 

ou plutôt 

km -h a wr/ -\- m r \ n / \ " / . 

kn fid -h /*' r / /i' r 

d - 






ce qui fait voir, d'abord, (|ue 

k =d ~h — 

Ensuite, quant à la quantité 



n'r 



n 



m "> 



elle se transforme en 



nm' — mn' , i 



donc 



donc 



fi 



hn±~ 
Ik/fi -\- SX. ri 

kn . /// 



r 
y. ■=. — -> 
n 



doii 



ou 



r zrz zJZ ny.. 



Soit pour exemple, 

m rr 8, n — 5, ^ - r>oo, a ~ 3; 



(Voù 
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///f-ha 5283 .8.660 + 3 



kn 



33oo 



5.660 



On trouve, en opérant, 





1 


I 


. 


I 


i5 
o5. 


5285 
.983 


33oo 
i3i7 


.983 

666 


.3.7 
65 1 


666 
i5 


65. 




1 
1 


2 


3 
2 


5 
3 


8 

5 



(roù 



^/=65i, 
Vérification : 

K"^^)'^^ _ B.65i 

3^ 



= l5, /w'r=5, /l' = 3- 



1 -f- 



65. 

il 
65 1 



-H 5. i5 






8 65i 



5.65. 4- 3. i5 



3.i5\ i5 

~s~;"*"5 



5|65i 

8(65. +9) + 3 _ 8.660 + 3 



(-- ¥) 



5 (65 14-9) 5.660 

Note. Le célèbre Sauveur (J) [*] est le premier qui ail 
donné une base scientifique à Tacoustique musicale*, et w 
qu'il y a de fort singulier, c'est que ce physicien avait la 
voix fausse et l'oreille fausse. On dit même qu'il était sourd. 
Aussi s* est-il appliqué à transporter l'appréciation des 
sons, de Toreille à l'œil, en permettant de compter à vue 
le nombre absolu de vibrations des corps sonores. Sa dé- 
couverte fondamentale peut s'énoncer ainsi : Deux corps 
sonores faisant entendre simultanément deux sons cor- 



î * "1 Mr rn l'i'».), à In Ht.'t'lir. moi I «'ii i if». 
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respondanls à des nombres entiers ;/ et u' de vibrations 
dans le mi^me temps t'^k ëtant le plus grand commun divi- 
seur de M et u', il se produit un troisième son correspon- 
dant à un nombre A' de vibrations pendant le mùme temps t. 
C'est à tort qu'on attribue cette expérience à Tarlini, qui 
n'a fait que la reproduire, peut-être sans la connaître. 11 
s'ensuit que, connaissant ce nombre h et le rapport rela- 
tif m : n des deux sons, les nombres absolus des vibra- 
tions des deux corps pendant le temps t sont A/zi et hn. 
Cette méthode df'cvaluer les nombres absolus de vibra- 
tions, due à Sauveur, a élé perfectionnée, il y a une quin- 
zaine d'années, par un nommé Scheibcl, manufacturier 
de soieries à Crevelt, en Prusse. M. le professeur Vin- 
cent, connu du public géomètre et dans le monde savant 
par d'importants travaux sur la musique grecque, s'est 
proposé d'éclaircir par des considérations théoriques 
la méthode de Scheibel , et il a été amené à résoudre 
quelques questions sur les fractions continues : celle que 
Ton vient de lire, et encore une autre, proposée dans les 
Nouvelles Annales, et résolue par M. ^'achette (t. VII, 
p. i3). Pour mieux se préparer à comprendre le Mémoire 
de Térudit professeur, on fera bien de lire dans la Bio- 
graphie Universelle les articles Savveur et Tautiwi , tous 
les deux dus à Prony. 



THÉORÈME DE GOLLI!)ÉATION SliR LE TRIANGLE RECTILIGNE s 

Par m. FjéLix LAROCHE. 



4, Théorèmk. [Fig. i4, PI' II) Soient A, A,, A. 
les sommets d'un triangle et O un point flans le plan du 
triangle; en O, on élève (iO\ une perpendiculaire {jui va 
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rencontrer le côté opposé Ai A, e/i B; on détermine (Tune 
manière analogue Si sur AAj et B, sur Ax\i , /es trois 
points B, Bi, Bs sont en ligne dtr)ite. 

Démonstration. Désignons par p, pu pt les lignes OA . 
OA„OA,; 

Par J, c?,, cî, les lignes OB, OB,, OB,; 

Par />, /7i, p* les perpendiculaires abaissées de O sur 
les côiés opposés aux sommets A , Ai, Aj. 

Dans les deux triangles AOBj , BOA, , les angles AOB, , 
BOA j sont supplémentaires comme ayant les côtés perpen- 
diculaires; ce qui donne 



On trouve de même 



BA,./7 




A.B.y:/ 
B,A./^ 


9 


AjB, ./^, 
B,A,.y^2 





d'où 



ABj . A| B. A2B1 = BA}. B| A.B) A| , 



donc , par le théorème sur les segments , les trois points 
B, Bj, Bj sont en ligne droite. 

Note, Dans le plan du triangle AAj Aj , traçons une 
ellipse; par le point O, menons une droite conjuguée 
de OAi relativement à la conique, et qui rencontre en.B 
le côté A, Ag. Déterminons de mcme les points Bj, Bj sur 
les côtés AA^ , AA^ : d'après la méthode des projections 
symétriques, les trois points B, B,, Bg seront en ligne 
droite. 

Le théorème de collinéation existe-il pour une conique 
quelconque? Existe-t-il sur la sphère? 
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SOLUTION DE LA QUESTION 105, SUR LES PARABOLES 

HOMOFOCALES; 

Par m. Félix LAROCHK, 

Élève du lycée de Versailles. 



1 . Lemme. On a trois tangentes à la parabole et qui se 
coupent deux à deux. Si l'on circonscrit un cercle au 
triangle ainsi formé , il passera par le foyer. 

Réciproquement, si quatre points sont sur une circon- 
férence , on pourra considérer trois d'entre eux comme 
les sommets d'un triangle formé par trois tangentes à une 
parabole; parabole dont le foyer sera le quatrième point. 

2. Lemme. Quand un triangle est inscrit dans uiïe cir- 
conférence, si d'un point de la circonférence on abaisse 
des perpendiculaires sur les trois côtés, les trois pieds de 
ces perpendiculaires seront en ligne droite. 

Réciproquement, si l'on a trois points en ligne droite 
et un point extérieur, on pourra les considérer comme les 
pieds de trois perpendiculaires abaissées du point exté- 
rieur sur les trois côtés d'un triangle inscrit dans un 
cercle qui passe par le point extérieur. 

Donc ce point extérieur pourra être considéré comme 
le foyer d'une parabole à laquelle seraient tangentes les 
trois côtés de ce triangle. 

3. TnÉORtiME. On a trois paraboles homofocales dont 
chacune est tangente à deux côtés d'un triangle; on mène 
à chacune d'elles une tangente perpendiculaire au côté 
quelle ne touche pas ; faire 'voir que les trois lignes ainsi 
obtenues sont tangentes à une quatrième parabole homo- 
Jocalc aux trois autres, (Slrebor.) 
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Démonstration, Soient ABC [Jig- i3, PI, IJ)^ un 
triangle , O le foyer commun aux paraboles. Une des para- 
boles sera tangente aux côtés 'c cl b'^ nous connaissons les 
pieds P' et Pdes perpendiculaires abaissées du foyer sur 
ces deux tangentes, et, par conséquent, la droite P'P', 
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur 
les tangentes. 

Concevons la tangente perpendiculaire à a; si du point 
O on abaisse une perpendiculaire sur cette tangente, elle 
sera parallèle à a. Donc le pied de cette perpendiculaire 
se trouvera en nt' à la rencontre de P'P' avec une paral- 
lèle à a menée par le point O. 

En raisonnant de la même manière pour les autres 
côtés, nous obtiendrons les points analogues m et m^, et 
le problème revient à démontrer que les trois points m, 
m', w" sont en ligne droite' (vo/r p. agS). 



THÉORÈMB DE MŒBIIIS. SDR LA CONIQUE DÉTERMINÉB PAI 

CINQ POINTS SUR UN PLAN 

;Volrl. VII, p. 106 Ot 177) ; 

Par m. LEMOINE, 

Professeur à Nantes. 



Qu('l({iie simple (jiie soit la solution donnée par M. Jules 
l.cscurn» (t. Ml, p, 177), la suivante, je crois, Tesl 
iMiconî plus. 

Soient F r:= o, Fi = o les é([ualions des deux paraboles. 
L'équalion générale de toutes lesconitjues qui passent par 
les mêmes points sera 

F-+->F, =0. 
Dans le polvnonK* I'' coninu' dans le polynôme F| lo^ 
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termes du second degré, les axes étant d^ailleurs quel- 
conques, doivent former un carré parfait, on aura F^o 
pour tout point extérieur à la première parabole , et F <^ o 
pour tout point intérieur. Il en sera de même à l'égard 
de la seconde. Désignons par a et |3 les coordonnées du 
cinquième point, le coefQcient X sera déterminé par la 
condition 

F(a, P)-|.>F.(a, p) = 0, 

d'où 

En sorte que X sera négatif si le cinquième point est à la 
fois intérieur ou extérieur aux deux paraboles, et il sera 
positif dans le cas contraire. Or 

F = (a/ 4- bxy -\- cf-h dx -h f— o, 
F. = (a' y 4- b^x^ -4- c'y 4- dx +/' = o ; 
d*où 

F 4- XF, = (ay -^ hxf 4- \[a'y 4- b'x^ 
^\^c-\-\c')y^\il^\it)x^f^\f' 
= («> + fl'«X) j' 4- 2(rt[^ 4- n'Z»'X)x/ 4- {^' 4- ^"X) a-' 4- ..- 

Il s'ensuit 

\ (B' — 4AC) = (fl^ 4-rt'A' V — '«' -t- «"^) (^' -+- ^"^) 
4 

La conique sera donc une hyperbole si X est négatif, et 
une ellipse si X est positif. Le théorème est démontré. 
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QUESTIONS D'EXAMEN D'ADMISSION A L'ECOLE 
POLYTECHNIQDE EN 1848 

( Voir p. iiO ) . 



51 . On donne un cercle el une corde AB dans ce cci-cle. 
du cenlre C on mène un rayon CD qui coupe la corde ou 
son prolongement en F. Trouver le lieu des points M mi- 
lieux des segments FD ; donner h priori la tangente en A 
et en R {^voir t. VI , p. 202). 

52. Etant données quatre droites dans l'espace, déter- 
miner le plan sur lequel leurs projections formeraient un 
parallélogramme. 

53. Lieu des centres des cercles circonscrits aux trian- 
gles rectangles formés en menant d'un point donné M dt> 
sécantes à un angle droit YOX (évidemment une conique). 

54. De tous les segments appartenant à une môme spHèn* 
et ayant même hauteur, quel est le maximum? (Foir 1. 1, 
Cirodde, et t. V, p. SSj.) 

55. De toutes les zones de même surface et à une seule 
base, quelle est celle qui donne le plus grand segmcni 
sphérique. 

56. Le côté du décagone régulier est égal à la hauteur 
(Ui coiu; ayant son sommet au centre de la sphère, ei 
«équivalent au segment sphérique de même base. 

57. Trouver la surface du triangle, en la considérant 

<.'onime limite de reclanelcs dont la hauteur serait le - dr 

/î 

celle du triangle; trouver le volume de la pyramide, du 

cône et de la sphère, eu les considérant comme limites de 

cylindres dont la hauteur est le -de celle de la pvramidr 

ou de celle du roue, ou du rayon {voir t. V, p. 348). 
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58. Par le foyer d'une ellipse on mène trois layoïis 
vecteurs formant deux à deux un angle de 1 20 degrés ; 

III- ' 

démontrer que - H-^^y H- ^77 = constante (voir t. VI , 

i\ ix H 

p. 162). 

59. Trois mobiles partent des points A , B, C avec des 
vitesses r, /•', r''^ à. quel moment un des trois sera-t-il à 
égale distance des deux autres? [Voir t. VI, p. 4^1 •) 

60. Démontrer que 

III I /? -h I 



I 1.3 3.5 (2/î 4- 1) (2// + 3) 2 «H- 3 

(Si c'est vrai pour /i, c'est vrai aussi pour ti -f- i .) 

61 . On donne , par leurs projections , une droite et un 
point sur cette droite 5 on propose de déterminer une 
deuxième droite telle, que la première, tournant autour 
de la seconde , puisse devenir parallèle à la ligne de terre. 

62. Si deux arcs tendent vers zéro, la limite de leur 
rapport est celui de leurs cordes. 

63. Rayon de la sphère sur laquelle un triangle sphé- 
rique dont les angles sont A = 60", B = 1 20°, C = 48" 
a 3 miètres carrés de surface. 

64. Déterminer, s'il y a lieu , une hyperbole équilatère 
dont on donne une tangente et une asymptote. (Equation, 
|3ay + j3' cos*ya:' -h 4|S^ cosyo: -4- i* = o ^ axes , asymp- 
tote et tangente.) 

65. Equation de la courbe qui coupe en moyenne et 
extrême raison toutes les cordes parallèles d'une parabole 
donnée [voir t. VI, p. 28). 

66. jc' — 2.rcosa-|- 1 = 05 x^" — 2a:"cos(/2a)H-i=o; 
toute solution de la première équation est-elle solution 
de la seconde? [Foin. II, p. 5, et t. IV, p. 57.) 

67. En chaque point d'un petit cercle d'une sphère on 
lui mène un grand cercle langent, à partir du point de 
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coiUact M, un proiul sur ce grand cercle un arc MP=9o''; 
irouver le lieu du point P (voir l. \II, p. iSa). 

(>8. Deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure 
peuvent-elles avoir un commun multiple? 

69. D'un point d'une circonférence, avec un rayon 
égal au coté du carré inscrit-, on décrit une circonférence: 
évaluer la surface comprise entre les deux circonférences. 

70. Un solide renfermé entre deux parallélogrammes 
est-il un parallélipipcde? 

71. Etant donné un point dans Tcspacc, déterminer 
un plan tel, que la somme algébrique des distances des 
points à ce plan soit minimum. (Plan passant par le 
centre de gravité.) 

72. Lieu des intersections des trois hauteurs dans les 
triangles ayant mùmc base et même angle au sommet. 
(Evidemment un cercle.) 

. 73. Si par le foyer F d'une ellipse on mène deux 
cordes AFB, A'F'IV à angle droit, on a 

^ + ^-;jj; = constante. 

7't. Trouver »r, sachant que sin5.r =8inj: [voi'r t. A . 
p. 222, 36 (6w)J. 

75- Quel est l'arc h pailir duquel raccroissement du 
sinus est plus grand que le décroissement du cosinus 

(à partir de ^ j? 

76. Combien y a-t-il de nombres divisibles pari) 
parmi les nombres A, 2A,3A,... (B — i)A, BA , les 
nombres A et H étant quelconques? (f^oir t. III, p. 343.) 

77. 

arc cos.r — arccos^' = X '[ces A ' = x>' -f- ^i — x* (i — >■)]• 

78. Volume du parallélipipcde oblique dont on a les 
trois arêtes cl leurs angles deux à deux (voir t. I, p. 392). 
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79. ff = 0). (^uc sighifio vvUn ccjualiou ? Cocllicit'iii an- 
gulaire de la langeiile^ construclion géométrique de la tan- 
gente en uu point donné (a)'étant<:^2 7r,faites w=0i)'ih^/î7r^ 
ti entier positif; et 7.'o//'Rispal, t. II, p. 5ii). 

80. Etant donné un tronc quadrangulaire, comment 
constater que c'est un tronc de pyramide? sulFit-il que les 
hases soient parallèles et semblables? 

81 . Condition de relation entre les côtés d'un triangle 
pour qu'un angle soit triple d'un autre (\iète). 

,82. L'hyperbole est-elle la seule courbe telle, que les 
segments de toute sécante compris entre la courbe et les 
asymptotes soient égaux? (Oui , car alors le3 milieux* des 
cordes parallèles sont sur une même droite.) 

83. Le toit d'un édifice a 69"*, lo de long sur 27"*, 76 de 
large; on veut le soutenir par des colonnes équidistantes 
et dont la distance est comprise entre 4 et 5 mètres , 
comment les placer ? ( f^oir p. 246. ) 

84-. Reste de la division de / (.r) par x" dr a". (Rem- 
placez dans y (jr), a" par rp rt", le résultat est le reste 
cliciché.) 

80. Quelle racine prendre pour solution du problème 
de la détermination de la profondeur d'un puits, cou- 
naissant le temps écoulé entre le moment où on laisse 
tomber une pierre et celui où Ton entend Feau choquée? 
(f^oir Cournot, Correspondance entre r Algèbre et la 
Géométrie, p. 87, 1847.) 

86. Quadrilatère inscrit, connaissant deux sommets 
opposés, l'angle de l'un de ces deux sommets et la direc- 
tion de la droite qui joint les deux autres (to//* t. \III, 

p. 98). 

ml ml 

\Jf[x\ - \/[a) 
87 Quelle est la valeur de — pour x=a ? 

(^oiV t. VII, p. 425.) 






liciii'polyèdrt^s réjçulit'is, sa\oii' : les cinq aii- 

X de Kepler et les deux de M. Poînsoi. 

•shy, au § i5 de son AFémoire, fait Tobser- 

eut former tous les polygones d'espèces 

^longeant les cotés des polygones régu- 

•^pècc. Ajoutons qu(^ cette observation 

Drcmière fois par Kepler. Or, dit 

'res d'espèces sii|KTieures dérivent 

des polyèdres réguliers de pre- 

T" V^. -^ ^^ former tous les nouveaux po- 

;^ ^,V%' géant les arêtes ou les faces 

•c ' \ •» " "Oinius. t-elte observation 

«> >> •• V 

'• "-" ulier d'une espèce quel- 

\'S polygones égaux et 
^ i un sur 1 autre, assembles 
vciour de chaque sommet. 
..eut deux polycH-lres réguliers égaux; si Ton 

v««»igne par des n'^" i, 2, 3, 4^ <-tc., les faces corres- 
* pondantes des deux polyèdres, on pourra faire <*oiii- 
^* cider le second poIyÎKlre avec le premier, en plaçant 
^ï Tune quelconque des faces du second sur une face dé»- 
>) terminée du premier, par exem])le sur la face n" 1 du 
» premier, et en commençant par faire coïncider dans 
» CCS deux faces deux quelconques de leurs arêtes. Ttéci- 
» proquement, si deux polyèdres égaux satisfont à la (*on- 
» di tien précédente, on pourra en conclure avec sûreté 
» qtiMls sont réguliers : car, puisqu'on pourra faire alors 
u coïncider chacune des faces du second ave<^ une face dé- 
» teriAinée du premier, en commençant par faire coïn- 
» cîder deux arêtes quelconcjues de ces deux fai es , il 
1) s'ensuivra que les dillercntes faces sont des polygones 
1? égaux et réguliers; et puisqu'en faisant coïncider deux 
» faces quelconques , prises à volonté, on fait coïncider 

\nn, <//• MiUhrmai., \. VIII. . Août iSj»; } ^O 
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exister que neul'polyèilivs régulicTs, sa\oii- : les cinq an- 
ciens, les deux de Kepler et les deux de M. Poînsoi. 

2. M. Cauchv, au ^ i5 de son Mémoire, fait Tobser- 
\ a tien qu'on peut former tous les polygones d'espèces 
supérieures en prolongeant les cotés des polygones régu- 
liers de pn*mière esjxre. Ajoutons que cette observation 
a été faîte pour la première fois par Kepler. Or, dit 
M. Cauchy, les polyèdres d'espèces supérieures dérivent 
d'une manière analogue; des polyèdres réguliers de pre- 
mière espèce , et Ton peut former tous les nouveaux po- 
lyèdres réguliers en prolongeant les arêtes ou les faces 
des polyèdres l'éguliers déjà connus. Celte obser\ation 
sert de base à la démonstration. 

3. Définition . Un polyèdre régulier d'une espèce quel- 
conque est celui qui est formé par des polygones égaux et 
réguliers, également inclinés Tun sur Tautre, assembl<-s 
en même nombre autour de chaque sonnnet. 

4. « Soient deux polyèdres réguliers égaux; si Ton 
î) désigne par des n^* i, a, 3, 4? ^ic., les fac(;s corrcs- 
» pondantes des deux polyèdres, on jwurra faire coin- 
» cîder le second polyèdre avec le premier, vi\ plaçant 
n Tune quelconque des faces du se(^ond sur une face dé- 
» terminée du premier, par exemph^siir la face n^' i du 
» premier, et en commençant par faire coïncider dans 
» ces deux faces deux quelconques de leurs arêtes. I^éci- 
» proquement, si deux polyèdres égaux satisfont à la con- 
» di tien précédente, on pourra en conclure avec sûreté 
» qu'ils sont réguliers : car, puisqu'on pourra faire alors 
» coïncider chacune des faces du second avec une face dé- 
» terilkinée du premier, en commençant par faire coïn- 
» cidej* deux arêtes quelconques de ces deux fai<'S, il 
» s'ensuivra que les diiFérenles faces s(mt des polygones 
» égaux et réguliers^ et puisqu'en faisant coïncider deux 
» faces quelconques , prises à volonté, on fait coïncider 

Ann.deMathémat., t. VllI. ( Aoilt iSfi;) 20 
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» toiit(*s les auttTs, on en conclura cpic lesdinërrntsan- 
» gles dièdres sont égaux, ou, ce qui revient au même, 
)> que les faces sont également inclinées Tune a l'autre, 
» et assemblées en même nombre autour de chaque 
») sommet, m 

5. Définition, Un polygone je/m-i'ég^a/iier est celui qui 
a 2/1 côtés tels, que les cotés de rang i , 3, 5,...2/t — j 
soient égaux; de même, les côtés de rang 3, 4- • • 3/i; ei 
(jue les côlés i , 2 , 3 ... « soient respectivement paral- 
lèles aux côlés w -{- 1 , /i -4- 2, . . . , 2/1. 

6. 11 y R n manières d'opérer la coïncidence de deux 
jTolygones réguliers de n côtés, et autant de manières 
pour opéi'cr la coïncidence de deux polygones semi-r^;u- 
liers de 2/1 côtés. 

7. Tout ce qui préci^dc est invoqué par M. Cauchv 
pour démontrer un fait déjà remaiT|ué aussi , comme nous 
verrons, par Kepler. En se transportant par la peuséc* 
au centre d'un polyèdre régidier d'espèce supérieure, les 
plans qui comprennent les dillérentes faces du polyèdre 
présenteront à Tobservateur la forme d'un polyèdi*e con- 
vexe de première espèce , qui lui sert comme de noyau . 
et ce polyèdre est régulier» « En eifet, construisons un 
» second polyèdre d'espèce supérieure égal au premier; 
» vous construirez vn même temps un second polvêdn' 
>) d(» première espèce, égal h celui qui formait le noyau 
>) du polyèdre régulier donné', désignez maintenant par 
» des n"* 1,2,3, elc , les diflérentes faces correspondantes 
n des deux polyèdres d'espèce supérieure, et pat les 
» mêmes n"* i , 2 , 3 , etc., les faces des polyèdres de pre- 
» mière espèce qui sont renfermées dans les mèmd^ plans 
» que celles an'eclécs de ces numéros dans les pojyèdrcs 
» d'espèce supérieure. T)e quelque manière que vous 

') fassiez coïncider les polyèdres d'espèce supérieure, les 
» deux polyèdres de même espèce, compris sous les mêmes 
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» faei's, coïncideront aussi » Par suite (4), les diiîié- 

renles faces des deux polyèdres noyaux sont toutes égales 
entre elles, également inclinées l'une sur l'autre, et assem- 
blées en même nombre autour de chaque sommet. Sup- 
posons que le nombre des côtés de chaque face soit égal 
à // dans les deux polyèdres d'espèce supérieure ; il y a 
donc n manières d'opérer la coïncidence de deux faces 
de ces polyèdres, et, par conséquent, aussi n manières 
d'opérer la coïncidence des faces correspondantes des deux 
polyèdres de première espèce^ ces faces sont donc ou des 
polygones réguliers de n côtés ou semi-réguliers de a/z 
côtés (6); mais n étant au moins égal à 3, a/i est au 
moins égal à 6. Mais il est impossible de former un 
polyèdre de première espère dont toutes les faces auraient 
au moins six côtés; donc les faces du noyau sont des po- 
lygones réguliers, et ce noyau est un polyèdre régulier 
de première espèce. 

8. « Ainsi , il est donc prouvé que dans un ordre quel- 
» conque on ne peut construire de polyèdres réguliers 
» d'espèce supérieure qu'autant qu'ils résultent du pro- 
M longement des arêtes ou des faces des polyèdres réguliers 
)> de même ordre et de première espèce qui leur servent de 
w noyau ; et que, dans chaque ordre, les fa ces des polyèdres 
n d'espèce supérieure doivent avoir le m^-me nombre de 
M côtés que celles des polyèdres de première espèce. » 

Examinons donc, sous ce point de vue, les cinq polyè- 
dres régidiers de première espèce. 

9. Tétraèdre. 11 n'existe qu'une espèce de triangle; 
on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par le* prolon- 
gement des arêtes. Chacune des faces est voisine des trois 
autres; on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par 
le pi*olongement des faces. Il n'existe donc qu'une espèce 
de tétraèdre. 

10. Hexaèdre. Il n'existe qu'une espèce de carré; de 

'XO, 
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raèdre étoile de troisième es[)èce^ eu ayant égai'd aux pen- 
tagones étoiles, il aurait pu déduire encore deux autres 
dodécaèdres étoiles du dodécaèdre ordinaire. Peut-être 
qu'il n'a pas voulu le faire, aiin de ne pas troubler ses 
relations imaginaires entre les corps géométriques et les 
corps célestes. Il lui fallait un certain nombre de corps 
-réguliers et pas davantage. Quoi qu'il en soit^ c^est à 
M. Poinsot que nous devons la connaissance de deux 
nouveaux dodécaèdres étoiles. On a lieu d'être surpris 
que le célèbre géomètre ne fasse aucune mention de Ke- 
pler, auteur de la doctrine des polyèdres étoiles. La sur- 
prise est d'autant plus fondée que M. Poinsot cite un pas- 
sage des Harnionices ,• il est vrai que ce n'eslque la citation 
d'une citation, car Lidonne, mentionné dans le Mé- 
moire de M. Poinsot, rapporte le même passage. Sachant 
qu^un géomètre , ayant nom Kepler, avait traité un sujet 
semblable , comment n'a-t-on pas la cunosiiè de considter 
l'ouvrage? 

Pour faire divcîrsion , nous terminerons ce long exposé 
par quelques observations philologiques , qui , nous en 
convenons, n'ont pas le moindre rapport avec le sujet. Les 
Psaumes commencent par jischré ; ce mol hébreu, qu'on 
rencontre rarement, est d'une signification douteuse. On 
convient généralement de traduire ce mot par beat us ^ la 
forme étant celle d'un substantif pluriel construit y féli- 
citâtes serait plus exact. Toutefois, voici le sens des 
premiers versets : heureux celui qui ne va pas aux con- 
ciliabules (les rnau^ai^es gens , gui n* assis te pas aux réu- 
nions des pervers , (jui ne siège pas aux séances des 
gens de rien, ne respectant rien (*); il sera comme 
l'arbre planté sur le bord des eaux , dont le feuillage 
ne se flétrit pas. En d'autres termes : celui qui n<î fré- 



'.^ , Cesl k' hoiih tWvclofin: «lu iiiijl Lrisiin» . 



( :i'--» ) 

cjuciiie pas <le mauvaises sociétés iic se corrompra pas. 
(iCtle admonition, faite il y a quelques milliers d'années, 
est encore utile aujourd'hui , et peut avoir, comme par- 
lent nos We»lclies, un intérêt d*actualité« 

On trouve dans la mi>me collection encore d'autres 
pensées de ce genre, où Ton félicite ceux qui fout telles 
actions et pas telles autres. Jadis, par forme d'exercice * 
j'ai essayé d'écrire en hébreu un psaume à l'usage des 
géomètres. Voici le premier verset: Bcntus tuathematicus 
qui procul libiis nihil legit; omnia inuenîet (*). 



THÉORIE DES PARALLÈLES; 

Par m. Camillo MINARELLI (**). 



1. Lemme, La somme des trois angles d'un triangle 
ne peut jamais surpasser deux angles droits. 

Démo nst rut ion. Legendre a donné une démonstration 
rigoureuse, aujourd'hui bien connue, dès la première édi- 
tion de sa Géotnctric. 

Corollaire. La somme des quatre angles d'un quadri- 
latère ne; peut dépasser quatre» angles droits. 

2. Lcmine. lùanl donné un trapèze ABCD, rectangle 
en A et R, si AD^ HC, Taugle en I) est aigu. 

Dcmon s f ration. Prolongeons IKl jusqu'en E, de ma- 
nière que l'on ait IU]-hCE= AI), et menons DE; les deux 
angles ADE, DEH sont évidemment égaux, et, par con- 
séqueul, non obtus, d'après le corollaire précédent ; donc, 
;'i plus forte raison, ADC. <^AI)E est aigu. C Q. F. D. 



{ ' ) Pour les hchraïsaiits : Asrhro huai hamispar lo horc hsfihorim ; ha kol 
fi m tut. 
I") r.ominiiiiir|iuM' par M. .\n|;r»l(> (Vcn(»cchi , do Turin. 
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3. Lemnie, Une des Irois hauteurs d'un triangle tombe 
dans rintérieur du triangle. 

Démonstration, Tout triangle a au moins deux angles 
aigus; par conséquent, la hauteur qui part du sommet du 
troisième angle tombe dans l'intérieur. 

4. Lemme. La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux angles droits. 

Démonstration, Soit ABC (fig- 18, PL II) un triangle 
donné, et BE la hauteur qui tombe dans l'intérieur. Pro- 
longeons la base AC, et construisons une suite indéûnie 
de triangles CBiCj, CiBjC,, CjBsCa, etc., égaux au 
triangle ABC ; de sorte que Ton ait AC = CCi , CBi = AB, 
Bi Cj == BC , et ainsi des autres. En A , élevons à AC 
une perpendiculaire AD>BE, et en D une perpendi- 
culaire DK à AD; menant DB, Tangle ADB est aigu 
(lemme 2) * de même, si l'on menait DBi, DBt , etc. *, donc 
la droite DK ne peut entrer dans aucun des triangles ABC, 
CBiCi, Cl BjCi, etc. Joignons les sommets B, Bj, Bj, etc., 
par des droites BB,, BjBj, etc; Prenons sur la droite DK 
des points quelconques Dj, Dj, D3, etc. (*), menons DiB, 
D, Bi, DjB,, DjB,, etc. Cela posé, représentons par R 
l'angle droit , et supposons que la somme des trois angles 
du triangle ABC soitégale à 2R — d\ le pentagone ADDt Bj C 
renferme cinq triangles ABD, DBD», BD^B,, BCB^, ABC ; 
la somme des quinze angles de ces triangles ne peut dé- 
passer loR — à (lemme 1). Les angles autour de B valent 
quatre droits; donc la somme des cinq angles du penta- 
gone C ne peut dépasser 6R — d. 

Considérons maintenant le pentagone ADDj Bj Ci ; ajou- 
tons aux angles du premier pentagone ceux du triangle 
CBjCi, et ensuite ceux des triangles DjBiDj, BiDtBj, 



( • ) On pcul prendre pour D, , I), , elc. , i^s pieds des perpendiculaire*» 
abaissées de B, B, , etc. y »ur DK. 
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BiCiBi, la somme lolale sera moindix* que i4ft — ^^''. 
mais les angles en Di, m Kj et en C valent ensemble 8R, 
(loue la somme des cinq angles du second pentagone esl 
inférieure à 611 — '2 a. On démontrera de même que la 
somme des angles du troisième pentagone ÂDDsBtCs esl 
moindre que 6R — iâ ; et pour le n**"*" pentagone, la 
somme des angles sera moindre que 6R-^-/i(î. Or n crois- 
sant, nd finira par surpasser 6R , et, par conséquent , on 
parviendrait à un pentagone dont la somme des angles 
serait négative^. résultat absurde; donc c^ est nul, et la 
somme des angles du triangle ARC est égale à deux droits. 
C. Q. F. D. 

o. TnÉORÈME. Deux droites parallèles étant coupées 
par une sécante y les angles alternes-internes sont égaux. 

Dcmonstration. Elle est fondée sur le lemmc précé- 
dent. Consultez les premières éditions de laGéomét/iedc 
Legendre. 



ANKONCE (*). 



Tii.\iTÉ i>'A RiTHMi^.TK)i E , par M. Joseph Bertrandj maitrc 
de conférences à TlVole .Normale, examinateur d'ad- 
mission à rKcole Polytechnique. Paris, 1849? ^'^"8" de 
u54 pages. 

Premier ouvrage (Kun jeune géomètre, qui s'est fait 
remarquer, depuis longtemps, par de savants Mémoires 
dans les hautes régions de la science, ^ious étudierons ce 



; ' '; 'l'ou.s los (uiwajji's aniioiicvs dans 1rs Momullvs Annahs d*' Math*- 
maliquii M' troiivoiit rUv/. M. IV\( iii.i.iiii; , lilu-airr, <|iiai tics ,\ii(;usiiii^ , 



II" '»,». 
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Traité, où Ton rencontre de curieux cît dilliciles exercices, 
dignes d'examen. L^arithmologie pénètre enfin dans les 
éléments. C'est un progrès. 



GRAND CONGOliRS DE 4849, 10 JUILLET 

(Voir l. VU, p. W6, 517). 
QUESTIONS PROPOSÉES. 



Mathéinatû/ues supérieures (*). 

Soient, dans un plan, une ellipse et une droite située 
hors de cette ellipse. On prend sur la droite deux points 
N et ]N' conjugués par rapport à l'ellipse (c'est-à-dire 
deux points tels, que, si Ton mène par Tun d'eux des tan- 
gentes à Tellipse, la corde des contacts passe par Fautre) ; 
cela posé : 

i**. Prouver qu'il existe dans le plan de l'ellipse deux 
points O et O' desquels on voit chaque segment NN' sous 
un angle droit. 

2^^. On demande le lieu des points O et O', quand hi 
droite se meut parallèlement à elle-même. 

Mathématiques éléineîit aires . 

Etant donné un parallélogramme AHCD, on mène une* 
droite LL' perpendiculaire à ses deux cotés opposés AH , 
CD , laquelle rencontre le premier coté en a et le prolon- 
gement du second côté en «'5 cette droite rencontre les 
deux autres côtés AD, BC en b et i', et les deux diago- 
nales BD, AC en c et c'. 

On demande de prouver que les circonférences des 
cercles décrits sur les trois segments r/a', Ai', ce' comme 
diamètres ont les mômes points d'intersection. 



* Najfuoro , spécialvi. 
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Ou pourra rxaiulucr si Iv. ihéorèuu' aurait meure Heu 
dans le cas où la droilc ÏJ/ serait obliciue aux deux 
oôtés AB, Cl), au lieu de leur elrc perpendiculaire. 

Observation. Le centre tVinv^ohuioUy féconde décou- 
verte de M. Chasies, fournit de promptes réponses aux 
lieux questions. Ce théorème et d'autres analogues sonl 
maintenant enseignés dans toutes les écoles taut soit peu 
soignées, hors r'rance. L'Université de France, seule 
dans le monde, repousse oJficicUenient une doctrine el 
une terminologie, qui ont triplé la science et dont l'origiue 
est entièrement française. Cette répulsion est une consé- 
(|uencedu célèbre principe An continuité. En eilel, avant 
(le tomber en enfance, nous tombons en jeunesse. Or, la 
nôtre remonte à l'an de grâce 1800^ alors il n'était ques- 
tion , ni de pôles, ni de polaires, ni à! harmoniques y ni 
<ï an harmoniques, etc. , etc. ; devenus chefs et ordon- 
nateurs , nous ne pouvons pas permettre a la jeunesse 
actuelle de nous parler une langue étrangère. Cela me 
parait juste, et à vous:' 

Quand on se rappelle que le même corps toujours 
remorqué, jamais remorqueur, a d'abord repoussé Des- 
cartes, puis .Newton, puis le système infinitésimal, on 
est (mcore amené au principe de continuité. 

Encore une Commission polychrome d'organisation. 
On dit que dans le genre Aphidien les femelles viennent 
au monde toutes fécondées. De même, chez nous, une 
Commission nail toujours grosse d'une autre*, aussi ne 
voyons-nous ([ue de fausses couches. Je m'assure que hi 
Dieu a>ait conllé la formation des mondes à une Commis- 
sion, le chaos serait encore à débrouiller. L'immutabilité 
et Tordre admirable qu'on n^nconlre partout sont la 
preuve la plus irréfragable de l'existence d'une intelligenn" 
uni(jue, d'un»' \olonté uniipie. 
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SOLUTION DU PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

proposé an coocoors général de f849; 

Par m. Jules VIEILLE. 



Enonce, Ktaiit données, dans un même plan, une ellipse 
et une droite, située en dehors de la courbe, on sup- 
pose qu'on prenne sur celte droite divers systèmes Av. 
deux points (a, a') conjugués relativement à l'ellipse, de 
manière que la polaire de Tun de ces points a passe par 
l'autre a\ et Ton propose : 

1** De démontrer qu'il existe dans le plan deux points 
fixes tels, que de chacun d'eux on voit chaque s(»gnient oa' 
sous un angle droit; 2° de déterminer le lieu géométrique 
de ces points, lorsque la droite donnée se meut parallè- 
lement à elle-même. 

Solution. Première partie. Le théorème en question 
étant vrai pour une section conique quelconque, nous ne 
supposerons pas qu'il s'agisse spécialement d'une ellipse ; 
la démonstration repose sur une propriété des lignes du 
second ordre, que nous allons d'abord rappeler : 



fig' '' 
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I.orsqiKMrun point A , pris à voloiilo daus le plan d'une 
conique, on mène une transversale quelconque AKB', ou 
sait que le point A' où cette transversale rencontre la 
polaire PQ du point A , est le conjugué liarmonique du 
point A par rapport aux extrémités B, B'de la corde BB': 
cette propriété s'exprime par la relation 



(') 



OR =:OA.OA', 



O étant le milieu de la corde. Remarquons que les s<^- 
ments OA , OA' sont situés d'un même côté de l'oris^ine 
commune O. 



,/'>• ^• 




Quand la transversale ne rencontre pas la courbe, les 
points B et B' n'existent phis^ mais Tanaljse continue à 
donner, pour les coordoîniées du point O, milieu de h 
corde iniafijinaire, des valeurs réelles, en sorte que ce 
point existe toujours, et il se trouve à Tintersection 
de la transversale A A' avec le diamètre CI conjugue aux 
coi-des parallèles à cette transversale. L'expression ana- 
lytique de la demi-corde OB prend la forme p \J — i- son 
rarré — r/ est réel et négatif, et les segments OA , OA\ 
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situés niaiiUC'iiaiil de cotés diirénMits du point O, sont di* 
signes contraires, cm sorte que l'éfjuaiîon (i) subsiste 
encore, eu grandeurs et en signes. 

Cela posé, considérons une droite fixe Ll/ qui ne ren- 
contre pas la conique-, et sur celte droite prenons trois 
roupies de points conjugués («, a), (/>, //), (c, r'), c'est- 
à-dire tels, que la polaire de Tun des points a passe par 
Tau ire a\ 



./'>• ^• 




Il résulte de ce qui précède, que si Ton mène le dia- 
mètre conjugué à la direction Ll/, lequel nMicontre eu 
la droite LL', et qu'on désigne par — o* le carré de la 
demi-corde (imaginaire) formée par cette transversale, 
on aura (en ne considérant que les grandeurs absolues des 
segments) 

(->) p = On . 0^' - Oh . ()// = Or. Of' 

Donc, si Ton décrit des cercles sur chacun des segments 
aa\ A//, ce' comme diamètres, ces trois cercles aui*ont 
une corde commime HOH', dont la moitié OH sera préci- 
sément égale à p. Tous les cercles décrits sur les segmeuls 
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vu iioinhi'i* iniiiii qu'on peut ainsi former sur LL' a v(h 
«les syslèmos de points conjugués, se ci'oiseront en ers 
deux points fixes H , H' ; et de chacun de ces points on verra 
chaque segment sous un angle droit. C. Q. F. D. (*). 

llcmarques, I. Les points H, H' existeront toujours, 
quand la droite LL' sera située en dehors de la conique, 
parce que les segments conjugués (Ort, Oa*) sont alors 
comptés en sens contraire à partir du point O (l'expres- 
sion analytique — f * de leur produit étant négative). Le 
point O est donc compris dans Tintérieur de chaqur 
segment «a', hV ^ cc'^ ... ; et , par conséquent, les ccrcle> 
se coupent tous. 

Au contraire, les points H, H' n'existeront plus, si la 
droit(* IJ/est sécante; car Oa^ On' sont alors d'un même 
côté du point O, lequel est en dehors de chaque segment: 
et, par suite, les cercles sont ou intérieurs les uns aux 
autres , ou extérieurs. Seulement, comme toutes les tan- 
gentes menées du point O à ces diilcrenls cercles seront 
égales en vertu des relations (2) , ces cercles auront un 
axe radical commun passant par le point O, et cet axe 
peut encore être r(»gar(lé comme une sécante commune. 

II. Si la droite LL' était tangente à la conique, les 
deux points H, W se confondraient avec le point de 
contact. 

Si LL'est une directrice. Tundes points H , H' sera le 
foyer correspondant. 



'') Les six points («, «'), (//, h'), (c, c'), sont dits on im'olution, et le 
point O est k* point central de l'involution. Los points d« rencontre do la 
transversale LL' avec la courbe sont tels, que chacun d'eux est hii-mênie 
son conjufTué : c'est pourquoi ccîs deux points (qui sont ima^rinaires dans 
le casacluer; s':)ppcllentf7om<5<iu»^/r.'( do l'involution. Ils sontôquidistants 
du point c«*iilral. 
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III. En général, pour construire» ces deux points, il 
suffira de décrire un seul cercle sur un segment formé 
par deux points conjugués pris sur LL', puis de tracer le 
diamètre 10, conjugué à la direction de LL'; eniin, de 
mener du point O une perpendiculaire à LL' jusqu'à la 
rencontre du cercle 

IV. Dans un plan perpendiculaire au plan de la figure 
imaginons une circonférence de cercle décrite du point O 
comme centre, avec OH pour rayon •, il est clair que 
de tout point S pris sur cette circonférence, on verra sous 
un angle droit chacun des segments aa' , hb\ .... Regar- 
dons ce point S comme le sommet d'un cône ayant pour 
base la conique proposée. Nous nous bornerons à énoncer 
le théorème suivant, extrait des Leçons de M. Chasfes, 
et qu*il est aisé de démontrer par la perspective : Tout 
plan parallèle au plan conduit par le point S et la 
droite LL', coupera ce cône suiv^ant un cercle dont le 
centre sera sur la droite menée du point S au pôle de la 
droite ISJ. 

Seconde partie. Supposons maintenant que la trans- 
versale LL' se meuve parallèlement à elle-même, et cher- 
chons le lieu géométrique des points H, H'. D'après ce 
qui précède, on serait conduit à prendre pour axes coor- 
donnés deux diamètres conjugués de la conique, dont 
Tun parallèle à la transversale. On arriverait ainsi, par 
un calcul assez simple , à Téqualion du lieu; mais, pour en 
reconnaitre les propriétés, il est préférable d'e:nployer 
des coordonnées rectangulaires. 



Ann. de Mothcmnt. , t. Vlll. ( AoiM iS^t) ) 2 I 
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C^onsidéroiis d'abord le cas de Vellipscy ei prenons pour 
axes coordonnés les axes de la courbe 

I Équation de Tellipse. . . a*^' -4- h^ x* = a^b^y 
\ Équation de la droite LL' y = mx -f- n. 

Soient X, Y les coordonnées du point H; Xx^ jy celles 

du point O^ pV — i la demi-corde (imaginaire) fournie 
par U/, p est, comme on Ta vu, égal à OH. On a donc 



f'.) 






X =3 .r, -h 



p/// 



:=• ? 



v'i 



m- 



Y — »-, = : X — jr,). 



m 



11 est aisé d'obtenir Xi , ^j et f en fonction de l'indéter- 
minée n et des constantes données -, puis rélimi nation 
de /* (*ntre les équations (a) fournira Téquation du lieu. 

Si Ton désigne par x' et x" les abscisses des points d'in- 
tersection de LU avec l'ellipse, l'expression du carré de la 
demi -corde imaginaire sera 

___ [x' — x")'[\-\-m^) 

- 4 ' 



-p' 
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or les équations (i) (loiiiu'iit, par IVliminatîon de y* 

X — .r = V'— I , 

vTi posant, pour abrég(»r, 

h- =z a- m' -h b' ; 

h est l'ordonnée à Torigine d'une taugenle menée à Tel- 
lipse parallèlement à IX' ^ elle est supposée plus petite 
que n. On aura done 

p = ^3 s'n^-h. 

Quant aux coordonnées .r, , y, du milieu O d(î la corde, 
on a 

a' tnn b^ rth' 

Ces valeurs, substituées dans les équations (2), donnent 

h- m h- 

Bien que nous n'ayons considéré que le point H, les 
(kjuations (3) conviennent aussi au point H', en prenant 

le radical v'w' — '** avec le signe — . De la seconde de ces 
équations, on tire // , qu'on substitue dans l'autre, et il 
vient , après transposition vx élévation au carré, Téquation 

[^) fi^f/i'r' — b^,v'z=z • 

Elle représente une hyperbole rapportée à son centre et 
à ses axes. L'axe iransvcrse est c<*lui des .i* ; soient r/' et A' 
les longueurs des demi -axes, on a 

mnc . . bc 



fj'.j-.'ZllL^ //_- , à\n\ a'- hb''-sr.c^; 
n h 



'X\ . 
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CA»|H»ndaut il est cvideiil qiralors k* diamètre CX) drvieul 
perpendiculaire à M/, et, par couséijuoiit, les points II, 
H' sont tons situés sur cette droite unique, dont Téqua- 
tion est 

I 
•^ m 

Quant à l'autre droite > = — x , elle répond au cas on 

Ton considérerait la direction svmétri(|ne d(» \AI par rap- 
port à Taxe des x. 

Si dans Téquation (4) on change h* en — i', on aura 

équation qui résout le problème proj)osé, dans le» vus où 
la conique donnée est une hyperoole ; le lieu des points 
H , H' est donc alors une ellipse homofocale. 

Enfin, si la conique donnée est une parabole, on peut , 
sans recommencer les calculs , déduire encore la solution 
de récjuation (4). A cet elîet, on transportera d'abord 
l*origine du centre C de Tellipse au sommet A , <»t Téqua- 
lion (4) deviendra 

n' m y- — h\t:- -f- i». ax -s^ — ^.- , — ,., : 



a- tu 



h- 



puis , si Ton pose 

o 

■ s 

f> claiil uni* ronslautc . ou eu tin* 

'' = "'' - r 

Substituant cette valeur di^ /y dans Técpiatioii ei-dessti»^ . 
puis divisant par u",, v{ faisant croître a indéfiniment , on 
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(roiivo à la limito , pour réquation du lieu , 

— X m — 



y» -j — X=Z , 



elle représente une parabole ayant même axe et même 
foyer que la proposée , maïs dirigée en sens contraire. 



CIKÉMTIQIE. — SIR LES MOUVEMENTS RELATIFS A DES 

SYSTÈMES QUELCONQUES^ 

pak m. de saint -venant. 



I. — Exposé. 

Il est souvent fort utile , lorsque Ton possède les don- 
nées nécessaires a la détermination du mouvement d^uii 
point matériel, regardé comme mouvement absolu, d'en 
déduire son mouvement relatif h un système solide se 
mouvant lui-même d'une manière quelconque dans l'es- 
pace. Le second mouvement une fois trouvé, l'on obtient 
immédiatement , si on le désire , le premier, auquel on ne 
serait arrivé d'une manière directe qu'avec une difficulté 
incomparablement plus grande dans certains cas (*). 

M. Coriolis a donné cl démontré, par l'analyse, un 
beau théorème servant à faire ,, d'une manière générale , 
la déduction dont nous parlons ("^*). 

M. Bélanger (***) et M. J. Bertrand (****) Font dé- 



(*) Par exemple, dans le cas où le point matériel glisse dans un tuyau 
tournant, ou dans un autre appareil mobile. 

(**) Journal de l'Ecole Polytechnique, xxiv® cahier ( 1 835 ) , pa{;es ijî 
à i/fS; ou mieux. Traité de la mécanique des corps solides et du calcul des 
machines, i8/|4; n®* 27 à 39. 

('•*) Cours de Mécanique, 1847 > ""* ■'■*^^ ^ ^'^^^' 

' ""*) Journal di! Vhcole Voly technique, xxxii*' cahier ( i8'|Sj , pa^es i '\y\ 
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moutré depuis , presque sans calcul , eu s'appuyauL seu- 
lement sur Texpression algébrique de l'espace parcouru 
en vertu d'un mouvement uniformément accéléré com- 
|>osé avec un mouvemeut uniforme; ce <|ui revient îi rem- 
placer, par de petites paraboles, les portions de trajec- 
toires décrites dans Tespace et dans le système mobile, 
pendant un temps infiniment court (*). 

Bien que la démonstration de M. Herlrand, fondée 
ingénieusement sur un<î considération de mouvements 
fictifs introduits par (Hairaut (**), ait un haut degré de 
simplicité, j'ai pensé qu'où pourrait en voir avec intérêt 
une autre qui tire directement le théorème de Coriolis 
des premières notions de la mécanique, ou plutôt, des 
définitions mêmes formant la base de la cinématique (***) 
ou géométrie du mouvement. Cette démonstration se 
borne (n° VI ci-après) à mettre en regard, pour chaque 
trajectoire, deux de ces éléments rectilignes et parcourus 
uniformément, qu'il faut bien toujours considérer pour 
y avoir deux vitesses et la force à laquelle on attribue 
leur différence. Elle s'étend au cas où le mouvement dont 
oh possède les drmnées est rclatij, comm(i l'autre, à un 
système qu'on ne suppose point immobile, et même au 
cas où les deux systèmes auxquels on rapporte le mouve- 
ment du point matériel ne seraient point ùwaiiablcs^ ou 
se composeraient de points dont les distances mutuelles 

( *) U y en a eucore une déinoiislration ubsez l)ièvo dans un Mémoire lu à 
rAc^démio, le i.") sopleiubrc i8/|5 {Camp tr s rendus, t. XXI, p. 6?.^) : elle 
est fondée sur remploi d'une sorte de «litferontiation qui ci)m prend à la 
fois loH chan^rements de {>randeur et les changements de direction des 
]i(jnes dans Tespace. Mais on peut la dégager i'anlcmcnl du nouvel algo- 
rithme proposé, en raisonnant sur une ligure. 

f*) Mtrnioiri'S d'j l Académie des Sciences, i'jf\'l. 

( •*') On sait que ce nom a été proposé par Ampère (Essai sur la phi~ 
losophie. di's Sciences, i83.|; i*"* partie, p. do) pour désigner la science du 
inouvemenl considéré en lui-même el iiulépondamment de ses lois phy- 
siques, ou , couHne on dil , des ses cnus'f. 
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eu glissant parallèlement les unes devant les autres , chan- 
gent de distance mutuelle suivant une loi connue ('*'). 

Milieu, Bien que trois points suffisent à la rigueur pour 
remplir cet objet , il est commode d'embrasser dans chaque* 
système tous les points géométriques compris dans une 
étendue indéfinie. Cela est bien permis, en supposant tous 
ces points liés à ceux primitivement choisis, de sorte que 
les distances des uns aux autres restent , ou constamment 
les mêmes , ou soumises à une même loi de changement 
continu avec le temps. Nous pouvons regarder ainsi, 
avec M. Saint-Guilhem (**) , tout système comme un 
milieu indéfini, dont chaque point coïncide successive- 
ment avec différents points des autres milieux ou sys- 
tèmes , et est toujours retrouvable dans le sien à un instant 
donné, parce qu'il est caractérisé, à chaque instant, par 
ses distances aux points rcconnaissables du même système. 

Dès lors, le mouvement dans un système ou milieu 
quelconque peut se concevoir très-facilement, sans penser 
seulement à Texistence du mouvement dit absolu, et sans 
regarder, ainsi qu'on le fait quelquefois, tout autre mou- 
vement comme n'étant qu^une apparence , une illusion 
d'un observateur entraîné à son insu avec un système. Et 
nous pouvons donner la définition de tout ce qui s'y rap- 
porte sans parler, non plus , de ces axes ou de ers plans 
coordonnés fixes ou mobiles , dont la considération n^est 
utile qu'au moment où l'on sort des généralités pour 
passer au calcul analytique des grandeurs particulières à 
chaque cas. 

(*) C'est plutôt, alors y l'ensemble des centres de gravité des éléments 
ou groupes moléculaires fluides, que l'on prend pour système de ratta- 
chement, car les molécules individuelles ont des mouvements impercep- 
tibles bien plus compliqués; et ce sont surtout ces derniers mouvements 
qu'il est utile de rapporter à un pareil système. 

( " ) Mémoire sui le mouvement d'un système de points matériels dans un 
miiieu absolu et dans un miliru relatif; brochure publiée chez Paya , à 
Toulouse, vers i8V<- 
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m. — Suite des définitions. 

Mou^cinent et repos. Tout point matériel /ia, étranger 
à un système ou milieu A, occupe k chaque instant, 
comme Ton voit, un des points de ce milieu ou système. 
On dit qu'il est en repos dans A , ou relativement à A , s'ii 
y occupe constamment le même point , ou si ses distances 
aux autres points de A suivent la loi de constance ou de 
variation continue particulière à ce système. Il y est en 
mouv^ement, si , aux divers instants qui se succèdent , il y 
occupe des points différents. 

Trajectoire, Dans ce dernier cas, la suite des points 
ou emplacements qu'il y a occupés , ou y occupera, forme 
la trajectoire du mouvement de m dans A ou relativement 
à A : trajectoire ou sillon dont la forme reste constante si 
le système est invariable. 

f^itcsse, La \utesse du mouvement du point matériel m 
dans le système ou milieu A , ou la vitesse de m relative 
à A, est, pour un instant donné, une ligne droite finie 
dont la direction est celle de Télément infiniment petit de 
la trajectoire, parcouru entre cet instant et un instant 
suivant : et dont la grandeur est le quotient de cet élé- 
ment par le temps, aussi infiniment petit, écoulé entre 
les deux instants. 11 est inutile de dire que si , ce que nous 
supposons, le mouvement d<; /// dans A est soumis h la loi 
de continuité, celte direction et cette grandeur de la 
vitesse sont les mêmes, quelles que soient les longueurs de 
Télénient et du temps mis à le parcourir, pourvu qu'elles 
soient infiniment ptaites, et comptées, Tune à partir du 
mùrne point de la trajectoire, l'autre à partir de Tinslant 
où m occupait ce point. 

Force (envisagée cinéniatiquement). La comparaison 
i;é(»niétrique, dans un même milieu , de deux vitesses dif- 
féianl infininu'nt peu de f;ran<leur et de direction, donne 
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c:e qu'on appelle la force regardée comme capable de 
changer l'une de ces deux vitesses dans Tautre pendant 
un temps infiniment court. La force (accéléra tri c(; et dé- 
vîatrice) considérée d'une manière purement géomé- 
trique, ou indépendamment de toute idée métaphysique de 
cause seconde efficiente, n'est autre chose qu'une certaine 
ligne droite unie af(Jig. i) ayant pour direction, dans un 
milieu, celle de la ligne infinitésimale ad qui, composée 
avec la première vitesse ah ^ donne pour résultante géo- 
métrique une ligne ac égale et parallèle a la deuxième 
vitesse; et ayant pour longueur le rapport de cette petite 
ligne ou vitesse gagnée ad^ au temps, aussi infiniment 
petit, pendant lequel s'opère ce gain, ou la transfor- 
mation de la vitesse ab en celle ac. 
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LsL force est, si l'on veut , la résultante géométrique de 
la deuxième vitesse ac composée avec ab^ = — ab ^ ligne 
égale et contraire à la première vitesse; cette résultante 
étant divisée par le temps pendant lequel celle-ci est 
devenue celle-là. 

Ordinairement les deux vitesses sont celles du même 
point mobile à deux instants qui se suivent. On sait que 
pour un certaiai système (celui-là même où les mouve- 
ments sont dits absolus) la force qui donne ainsi la suc- 
cession des vitesses de chaque point est composée géomé- 
triquement, à chaque instant, de lignes dirigées vers les 
autres points matériels, et ayant des grandeurs qui dé- 
pendent des dislances aclueUes de celui-là à ceux-ci. Mais 
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tenani tous au x}stème A , mais occupés, h li'ois iiistaïUs 
successifs, tant par le point mobile /// étranger aux deux 
systèmes, que par les points du système B avec lesquels 
ce mobile a coïncidé aux mêmes instants , et en y appli- 
quant simplement les définitions données ci-dessus (n'^ III ) , 
pour les vitesses et les forces. 

^ous supposons les trois instants séparés par deux 
intervalles de temps égaux et infiniment petits, dont nous 
appelons rit la durée. 

a , ft', c" sont les emplacements occupés dans A par le 
mobile m au premier, au second et au troisième instants. 

En sorte que /ift', //c" sont deux éléments consécutifs 
de la trajectoire dans le premier système. 
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asb^c sont les emplacements occupés, aussi dans A, 
et aux trois mêmes instants, par le point du système B qui 
coïncidcdt en a avec le mobile m au premier instant. 

De même a\ b\ c' et a\ b\ c" sont les emplacements 
occupés, aux trois instants (toujours dans A ) , par deux 
autres points de B, savoir celui qui coïncidait avec m 
en b' au second instant, et celui qui coïncide en c" avec 
le même mobile m au troisième instant. 

11 eu résulte que i, h', b" sont des emplacements 
occupes simultanément, à Tinslant intermédiaire, par 
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les trois points de B dont nous parlons, et avec lesquels m 
-s'est trouvé ou s<^ trouvera en contact au premier, au 
second et au troisième instant. 

hb* h" est donc une portion de la trajectoire de m dans 
le milieu B; et hh\ h' b" sont les deux éléments de cette 
trajectoire parcoui us dans B pendant le premier et pendant 
le second temps tlt. 

On peut remarquer que aa' a"^ ce' c" sont la même 
portion de trajectoire pour les situations qu'occupent les 
points du milieu B dans celui A Tinstant d^avant et l'in- 
stant d'après. Mais nous n'aurons pas besoin de considérer 
la trajectoire relative à B dans ces deux positions, car, 
alors, ses éléments ne peuvent diflerer en direction et en 
grandeur de ceux bb\ b' b" que de quantités infiniment 
petites d'ordre supérieur^ néglîgeahles dans ce qui va 
suivn». 

V . — Relation des vitesses. 

Si l'on divise , par la durée r/f , les espaces ai', bh' par- 
courus dans A et dans B du premier instant au second, on 
a respectivement, d'après les définitions (n** UI)? les 
vitesses du mobile relaliv(»ment au système A et relative- 
ment au système B, au premier instant. 

Or le triangle abb' montre que ab' est résultante géo- 
métrique de bb' et de ab son troisième côté. Divisant aussi 
ce côté par dt pour avoir une vitesse, on voit déjà que : 

« A un instant ([uelconque, la vitesse du mobile m 
» dans le milieu A est composée de sa vitesse dans le 
î) milieu B , et de ce que Coriolis appelle la vitesse de 
» Xcufraincnicnl exercé sur ce mobile par B , c'est-à-dire. 
») de la >ilesse supposée connue que possède-, dans A, le 
» point du milieu B momentanément occupé par lui. » 

Ou, que : 

'■^ f.a vit(îsse du mobile m, n*lativem(Mit au svstènie B, 
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» s obtient en prenant la résullanle de sa vitesse lelative- 

M ment au système A , et d une vitesse égale et eontraire 

») à celle qu'il aurait s'il restait en coïncidence avec le 

» même point de B. » 

VI. — Bêla f ion des Jbrces. 
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Comme le triangle h' h" c" montre que 

b' b" est la résultante de b' c" et de ^ b" r\ 

de même que celui abh' a indiqué que 

— bb' est la résullante de — ab' et de -t- ab 

ou a, en composant ces deux résultantes ensemble, ei 
en ajoutant ic, — fer, ce qui ne change rien au résultat , 
la relation suivante : 

,,,,. ,,, /de A' r" composée avec —«^', 

b b" composée avec — bb' \ ^ . "^ , , ' 

, , <oe — bc composée avec ab. 

est résultante I , „ ;, ' 

\ et de — b c composée avec bc , 

relation dans laquelle on peut remplacer — b" c" com- 
posée avec bc par 

— a" b" composée avec ab , 

car ces deux résultats partiels de composition ne peuvent 
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fie cette force et de cette xutesse tUins \^ pour la sinuitioti 
actuelle des points de B dans ce dernier système (*). 

VII. — Cas (les systèmes inv^atiables. 

Maintenant si, comme lont supposé tous les auteurs, 
et comme cela a lieu le plus généralement, A et B sont 
deux systèmes dans chacun desquels les points restent 
sensiblement aux mêmes distances les uns des autres, 
comme les points des corps solides , la seconde des deux 
forces à ajouter peut recevoir une autre expression. 

On sait, en eflet, qu^alors la vitesse possédée dans le 
système ou Tespace A, par un point quelconque du so- 
lide B, se compose de la vitesse contemporaine de tout 
autre point de B, et de la vitesse due à une rotation du 
solide B autour d'un axe instantané passant par son 
second point (**). 



(*) Le théorème ancien des vitesses, dont nous avons cru devoir rap- 
peler la démonstration au numéro précédent, me parait être implicite- 
ment invoqué dans les diverses démonstrations, citées ci-dessus, du 
théorème des forces; car lorsqu'on calcule une force au moyen d'un petit 
déplacement ou espace parcouru , il faut s'être assuré <rabord si ce dé- 
placement n'est pas dû en partie à la vitesse que le mobile possédait au 
commencement de l'action de cette force , et cela exige que l'on sache ce 
qn'est celte vitesse relative au système nouveau. 

(**) Voici l'une des démonstrations que l'on peut donner, sans calcul , 
de ce théorème de cinématique. 

Considérons le mouvement du corps B, non plus dans le milieu A , 
mais dans un milieu A' dont tous les points sont supposés avoir, dans A , 
l>endant Jr, des vitesses égales et parallèles à celle d'un point O de R, en 
sorte que O y soit fixe ou en repos (n^ 11), et que les autres points ne 
fassent que tourner autour de lui, en suivant des directions perpendicu- 
laires à leurs lignes de jonction h O. Par ce point O et par les emplace- 
ments qu'occupent dans A', au commencement de <//, deux :iutre*« 
pointa M, M' du cx>rps R, menons deux plans respectivement perpendicu- 
laires aux mouvements de ces deux points M, M' dans A'. Pendant le 
temps infiniment petit dt , tout point P de la droite suivant lequelle ces 
<1pux plans se coupent, restera à une distance constante, soit de IVI, ^^iiii 

Ann, de M,tthêmat., t. Vil!. (Septembre 18J9.; 22 
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Cellt»-ci <*sl le produil de la vitesse angulaire aclurllr 
(l(* la rotation tic H (la nirnio autour de Ions les axesi . 
par un rayon de rotation qui n'est autre eliosc, évideni- 
nu'nl, que la projection de la ligne de jonction de c«> 
deux points sur le plan de rotation, c'est-à-dire sur mi 
plan pei*pendiculaire aux divers axes instantanés , qui. 
pris au même instant, sont tous parallèles. 

Or nos deux points h" et A, ou a" et a (n" VI) on! 
pour ligne de jonction Tespace parcouru par le mobile m 
en \ei'tu de sa vitesse relative à B, dans un temps doublr 
de celui de l'action supposée de la force que nous voulons 
exprimer. On a donc cet énoncé, où nous avons rétabli la 
masse du mobile /// : 

u Pour avoir la suite du mouvement d'un iM>int mo- 
^> bile /// relativement à un milieu invariable H qui se 
» meut lui-même dans un premier milieu A, aussi inva- 
» liable, il faut ajouter à cliaque instant, aux foiTCS 
» supposées connues qui Taniment dans A , une force 
u égale et contraire à celle dont il y serait animé s'il 

lie M', et aussi d'un troisième point de K, le {>oint O. Donc cette 
droite OP, qui est fixe dans A' comme les deux plans, appartient tout 
entière au système invariable R , et ce système ne l'ail que tourner autour 
tlVIle dans A' peuplant dt. Le mouvement de tout point de B dans A st- 
compose : i® de celui qui >ienl de cette rotation; •.»" de la transîntion jjc- 
nérale i\v A', «m du mouvement de O dans A, ce qu'il fallaît démontrer. 
Il est facile de voir, aussi , en considérant successivement des mou\(>- 
ments de rotation autour de deux axes tirés dans K parallèlement entre eux , 
(|ue , pour tout pi>inl de B situé dans leur plan , et , par une suit* nécessaire, 
pour tout autre point de ce système solide, une petite rotation autour de 
l'un des axes produit le même déplacement qu'une rotation de ni^me 
m\^\q. autour de Vautre, en y ajoutant une translation générale des points 
de h suivant de petites li^jnes toutes égales entre elles et perpendiculaires 
au plan des deux axes. D'où l'on conclut que toutes les droites menéi»* 
dans B parallèlement à un axe inst:inlané de rotation sont d'autres axe> 
instantanés; que la rotation anf;ulairc est la même autour de tons , et que 
la lranslati(»n >eulc iliifère de l'un à l'autre, en direction comme en 
liandenr. 
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» restait uni au point de H avec lequel il coïneide actuel- 
» lement, et, de plus, une autre force, perpendiculaire 
'» à la fois à la direction de la vitesse du même mobile 
» relative à B pour la situation actuelle de ce dernier 
» milieu dans celui A , et aux axes instantanés de la rota- 
•> tion de B dans A. L'intensité de cette dernière force 
)» est double du produit de la masse du point mobile par 
» la vitesse angulaire de rotation de B et par la vitesse du 
»» mobile relative à B, projetée sur le plan de rotation 
») perpendiculaire aux axes. Le sens dans lequel elle agit 
>» est opposé à celui suivant lequel le point B, actuelle- 
» ment occupé par le mobile, tourne autour de celui 
« qu'il occupait l'instant d'avant. » 

C'est le théorème de Coriolis, qui a appelé la première 
force additionnelle, force d'cntrainement, et la seconde, 
force centrifuge composée ( * ) . 



( *) n a donné ce dernier nom à la seconde, à la suite de considérations 
revenant à cette remarque, que {Jlg. -j) b" c" composé avec — hc, ou (à 
cela près de quantités néf^liçeables) deux fois le résultat de la compo- 
sition deb' c'_ avec — 6c, est la même chose que deux fois le résultat de la 
composition de rc'avec — bb\ puisque le quadrilatère bh'c'c montre 
que la résultante de bb' ci de b' c' est la même que celle de bc et ce' : 
d'où il suit, puisque ce* a la même lonjjueur que bb' et n'en diffère qu'en 
direction lorsque les deux systèmes de rattachement sont invariables, que 
la deuxième force additionnelle est une force capable de faire éprouver à 

bb' 
la vitesse relative à B , qui est -r-, non pan un changement de grandeur, 

mais un simple changement de direction , dû à la rotation du système B 
supposé entraîner avec* lui la droite représentant cette vitesse. En cela 
cette force, bien qu'oblique au rayon delà rotation, est analogue à la 
force centrifuge, qui a pour propriété de changer aussi la direction et 
non la grandeur de la vitesse du mouAcmenl de rotation d'un point. 

C'est cette force qui fait tomber sur la terre, prise pour système B, un 
corps pesant un peu à l'orient du pied de la verticale tirée de son point de 
départ supposé très-élcvé. 

Elle disparaît lorsqu'on se sort du théorème général pour poser une 
équation de forces vives dues aux vitesses relatives à B. 

La première des deux forces ajoutées ne laisse pas d'avoir aussi de l'ana- 

29. , 
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VIII. — Scoli'e. 

La démonstration élémentaire que nous avons donnée' 
de ce théorème au n^ VI , en le généralisant , a découlé 
de la simple vue des relations nécessaires de position 
qu'ont entre eux les emplacements occupés consécutive- 
ment par le mobile dans les deux systèmes. Nous avons , en 
la présentant, accordé tout autant de réalité au mouve- 
ment dans Tun qu*au mouvement dans Tautrc. Nous 
n'avons invoqué ni fictions , ni apparences. 

Peut-être que, tout en n'excluant point absolument 
Tusage quelquefois aussi utile qu'ingénieux de ces der- 
nières considérations , on trouvera que notre manière de 
procéder, qui consiste à mettre sous les yeux, comme en 
un tableau, les faits réels, pour tirer directement leurs 
conséquences, oflre quelques avantages, et est propre à 
faire probablement disparaître le danger qu'on a remarqué 
dans les raisonnements dits à priori, ou h éviter, sans 
recourir aux formules, des erreurs conune celle que 
M. Bertrand a lucidement signalée dans le raisonnement 
fait, il y a un siècle, par un illustre géomètre. 



logie avec la force cenlrifuge, et peut-être même plus que la sccomle, car 
elle se réduit identiquement à la force centrïTu[^e quand le mouvement du 
système R dans A se réduit, pendant les deux intervalles d'instants , à une 
rotation uniforme, avec ou sans une translation aussi uniforme, comme le 
mouvement d'une roue hydraulique ou d'une roye de Toiture; et c'est là 
le cas le plus ordinaire de la pratique. 
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SUR LES FRACTIONS CONTINUES; 

Par m. g. EISENSTEIN. 

(Journal de M. Crellt;, t. WVIII , p. 38, iS^i; en l'rançais. j 



Pour le cas où n est un entier impair, o) désignanl une 
racine primiiiv*c de récjualion w" — i = o, M. Gauss a 
donné la formule 

-ln(n-i) 
I -4- w~' -h w~^ -h w~® . . . 4- w 
= (, — «)(l— w3)(i— w») (i —«"-»); 

en transformant ce produit dans la série suivante, 

1 — 6> (l — tt>)(| — a>=>) (I — «■>)(! — fc>-^)(l — ft>*) . 

■"*"rr;?"*"(i-a»')(i-o>*) (i-«'){i-«M(i-«*) 

et , en développant celle-ci en fraction continue , je trouve 



I 4-w 



I -h w» • • . _*!!_ 



Cela fournit celle équation remarquable : 

rt(« — l) 

I -f- W-' + w-^ 4- . . . H- w '"^ 

I 

I 



I — 



I -\ ',\ — 



w" • 
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tluii autre côlé, ou a , comme Tou sait, 

— - n^n — i) 



r— fjj 



V (— '; "' 



où le signe du radical peut être déterminé par les mé- 
thodes connues. 
On a donc aussi : 



V 



I 






i — i; /? = - 



I — 



I -h W • „_, 



Cette expression en fraction continue et finie du radical 

v/ih n , suivant une loi si simple , me paraît très-remar- 
quable , et je ne crois pas qu'une formule semblable soit 
connue. 

Je remaîT[ue encorcî que l'on a 



:= I 



!-—/>-+- 



' ^'l 


p^z 


1 

» p 

I p- 


pz 


I— // ^ p'z 
1 — //' I — Jt' 



Tous les dénominat(!urs sont ici dos fonctions enticro 
de/;. Soit cr^i cl/? un nombre entier, tous les dénomi- 
nateurs cl tous les numérateurs seront des nombre?» 
entiers, el les premiers snrpasseroiil les derniers. On 
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c'uiiclul dv là que la valeur du produit iniini 

esl toujours une quantité irrationnelle, /> étant entier 
cl > I . A l'aide de la formule 

on peut exprimer rationnellement '^(z) par une autre 
fonctiim 9(^), dont la variable esl d'une petitesse arbi- 
traire. En considérant donc allenlivemenl la fraelîon 
continue, il sera facile d'en tirer une proposition plus 
générale^ ce que nous laissons au lecteur. 

Toutes les fractions continues que nous avons présen- 
tées ici ne sont que des exemples particuliers. Les mé- 
thodes que nous avons employées {>our y parvenir nous 
ont fourni des fractions continues d'une généralité telle, 
que j'ose assurer qu'elles renferment, outre une foule de 
résultats nouveaux et très-remarquables comme cas spé- 
ciaux , toutes les fractions continues trouvées juscpr à pré- 
sent, et surtout celles de M. Gauss. C'est ce que nous 
expliquerons dans une autre occasion. 

Ce qui m'a fort intéressé dans ces recherches, ce sont 
les équations identiques qui se présentent en comparant 
les résultats. Ainsi, par exemple, parce que la fraction 
continue dans laquelle nous avons développé 

— -;»•/!- 1} 

I -j- 0> ' -f- W~' -|- ro~ '' -f- . . . M 

se trou\e aussi sans le secours de la transforma tion de 
M. Gauss, il en résulte une nouvelle manière de \cri(ier 
<*elte ingénieuse transformation. Il existe des lésultats ana- 
logues pour les formules qui se rapportent aux fonctions- 
elliptiques. 
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NOUVELLE DÉMONSTRATION ET GÉNÉRALISATION DO 

THÉORÈME DINOMIAL; 

D*APRKS M. G. EISENSTEIN, 

iltudiant (studcnt) à Berlin. 

jDurnal de M. Crelle, t. XXVIII, p. 44 r i844; en allemand.) 



Lemmc. m i*\ n étant deux nombres positifs entiers, 
l'expression 

se réduit à — lorsque p := i^ 
Soit l'expression 

Elle satisfait évidemment à la relation 

;p(x, a) étant une fonction entière de degré a de x^ on a 

3) ^ X, a: rr: A* -f- A, X -h A-.. JC' -4- . . . AaJT*. 

Il s'agit de déterminer les coefficients. D'abord Ao = i: 
ensuite, si Ton met les séries correspondantes à ^(x) et 
(f{ px) dans la relation (2), on obtient 

t—a. tz= Ci 



/ -- O / =; O 



rt éi;alant les coellicients des mêmes puissances de rdau!» 
Irs dru\ membres, il \ienl 

A, f-/^V\,«. - A,//-l- A/. ,;/ '; 
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d'où 

par conséquent, 

p ^ ^ pt-y p'' ^pt- ^ p^ — x 

A/ — • . ■ . • Ao» 

/>' — I y/-' — 1 p — I 

Si l'on considère que A© = i et que 

iH- 2 --h 3 -4- . . . ^ — 1 = - ^(^ — , 
on peut écrire 

ainsi, Ton obtient 

(i + x) (iH- /?x) ...( i -+-/?*""* ^,' 

16) i^'^^x'J^'^^-^' />«-'-i J^C-O 






A' 



j/. 



Faisant p=.\^ le premier membre devient (t-j-x) , 
tandis que le coefficient général A, , d'après le lemme , est 



a a 



I a — 2 (a — t-\-\) 



12 3 t 

donc 

a ot (a — I ) 

i?) ^ I -h X) =:: I H- a j: H ^^ ^ j:'' -H . . . j:^ • 

^' • 1.2 

On voit, par cet exemple, combien il est convenable de 
considérer les expressions comme des cas particuliers 
d'autres cas plus généraux. Par l'introduction de la nou- 
velle variable />, il a été possible d'établir la relation (2), 
laquelle, pour le cas spécial /> = i. ne donne qu'une 
identité. 



( M6 ) 

Los coellicicnls A,, qui sont dcTcclu'i'de la foriiu* ^{J'I* 
jouissent des mêmes propriétés (|Ucï les eodiicieiils biuo- 
niîaiix, et les reiiiermeut. comme on a vu, comme ca> 
particuliers. 

Soient oc et ;3 deux nombres entiers {Yositifs , on n la 
relation 

y>, a 4- f; = v>» «. ?(/^'*-*''>?)î 

en ellet. 

1-4-j'; i-h/>-i.' . . .(^-^-y/'''^■^~'^^) 
= [(i-4-xl(i -h px) ...[i^p'^'- »x)l 

X [(i -^ r^^) (i -f-/;./>^x) . .( n- />-^- '/>^.r) j. 

Si Ton remplace les trois fonctions (p par leurs va1eui*> 
en série déduites de (()) , et comparant les coeflicionts. on 
obtient 

8) C,= A,4-A,_.B. />^-hA,_,B,//*»-4-...-4-B,//«i 

R, et C| sont ce que devient A^ en y remplaçant successi- 
vement a par |v et a -f- jS. 

Si dans Téïpiation (8) on pose partout/;^ = net p '=r, 
les deux membres deviennent des fonctions entières de n 
l't de 1% et a cl fS n'apparaissent plus, si ce n'est huplici- 
fcmcnt dans // cl i'. Faisant passer tous les termes dan> 
ini seul membre, on a une fonrlion rntiètv de a et de r 
(|ui fttsparail pour un nombre ////iw/ de valeurs des deux 
\arial)les (correspondantes aux valeurs j>ositives de a el;S) ; 
aussi celte fonction doit s'annuler identiquement ^ c'est- 
à-dire pour toute \aleur de n et de i' (*). Ainsi Texis- 
tenc(î de la formule (8) est démontrée pour chacpu^ valeur 
de 3t cl ,5. l\n i;énéralisant l'expression de î.{.r,a), et 



'' • Il "iiinit iik'^iiio , pour i|ii'iiiii' loiiclioi) l'iitioiv iliHpaiaihM» , quVUt 
>'aiiiiiilo {Muir un iii>inl)ir ilr xalcuis dc^ \.irialiU's ^ul'|>a^^;Uli d'un«- 
iiiiitt* )<> d«'{;ro (Ir 1» toiioMon, 
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désignant par ce symbole la série ^ At x', pour une 



£=:» 



valeur quelconque de a (lorsque la série est convergente). 
alors il suit, en remontant, que la relation 

n'existe pas seulement pour des valeurs entières , mais 
aussi pour des valeurs quelconques de a et |S, et de là , 
en posant ^ = i , on conclut que la série 

a a (a — i) ^ ol.ol — I.a — 2 

I -h - j: H ^ ' «r» H - a-^ 4- . . . = -vL («; 

I 1.2 1.2.3 ^ ' 

satisfait, pour des valeurs quelconques de a et 9, à la 
relation 

(10; ^K«-f- pj = ^i^^ip}. 

Au moyen des propositions connues ^ cette relation donne 
la démonstration du théorème binomial général pour des 
exposants quelconques. 



EXTRAIT DES EXERCICES D ANALYSE NUMÉRIQUE ; 

Par m. LEBESGUE. 



Dans un premier extrait (p. 87), j'ai pris un exemple 
propre à montrer qu'en développant un peu plus l'ana- 
lyse indéterminée du premier degré, on simplifierait^ 
quant aux démonstrations, l'analyse indéterminée du 
second degré. 

Dans ce second extrait, je prendrai un exemple mon- 
trant l'usage de la théorie des nombres dans l'algèbre 
supérieure. 

Problème. Soictit a^h^c^, , . ^ k ries nombres premiers 
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(U\nseurs de n , on detnand^ combien de i à n il j a Je 
nombres premiers à a^ h^ c^. . . ^h. 

Solution. De I à a il y a a — i nombres premiers à a; 
ce sont I, a, 3. . . a — i; il y en a autant de a à 2a, dr 
2 a à 3 a , et généralement de ma à ( m + 1 ) a , car, pour 
que ma-\- r[r<^a) soit premier à a, il faut et il suffit 

que r le soit. Ainsi, puisque 7i = - . a, il y aura, de i 



h n^ - [a — i) nombres premiers à a. On les obtient en 

supprimant, dans la série i, a^ 3... /i, tous les multiples 
de a. 

Pour avoir les nombres premiers àaet&deià/i,il 
faut supprimer d^abord les multiplias de a. On a vu qu'il 

reste -(a — i) nombres^ en supprimant les multiples 

de a on a , par là même , supprimé certains multiples 

de b de la suite &, 2&, 3&,. . ., A&, . . . T.b\ mais on n a 

pas supprimé ceux où le facteur h serait premier à a. Or 

de I à j- multiple de a, il y a -r (a — i) nombres pre- 



n . X ^ n 

a 
n 



niiers à a ; il faut donc diminuer- [a — i) de —7 (a — 1), 



rt l'on aura — r (« — {b — i) , qui indiquera combien 

de I à /i il y a de nombres premiers à a et &. 

Pour avoir les nombres premiers à a, 6 et c, comme 
en supprimant l(>s multiples de a et b on n'a supprimé 
(|u'une partie des multiples de c, ou des nombres c, 

:>c, 3c, . . .,-'C*, puisque - est multiple de a et A, les 

ce 

multiples de c premiers à a et à b qui restent à supprimei" 

M>ni en nomlue —j-(a-\] (b — 1), de sorte que la 

abc * 
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dirtërence 

'' • Vf V fi . 

-3(«-.);>-.)--^^«-. ){/;-,) 

= ;£; («-•)(*-«)(--') 

indiquera combien de i à /i il y a de nombres premiers à 
aybjC diviseurs premiers de n. 

En continuant de la même manière on trouvera , pour 
le nombre cherché , 

Problème. Combien y a^t-il de nonibt^s premiers à n 
et non plus grands? 

Solution. Soit n = a b c\ . * m \ a^ b^ c^ . , ,^ m 
étant des nombres premiers dilVérents , tout nombre 
premier à n doit nécessairement Tclre aux nombres a , 
&, c,. . ., m; et, récipi'oquement , tout nombre premier 
à chacun des nombres a, 6, c, . . . , m est premier à n. 11 
suit dono du problème précédent que le nombre cherché 
est 

(o — i)(/>— i)(r — i). ..(/Il — i), 



abc, . m 
ou encore 

a — 1 h — I r — I m — i 
a h c m 

Remarque. Ce nombre est souvent représenté par 
ff {n) ; on a donc 

ff(n^) •= a^ .{a — i ) , 
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(le nièiiR^ 

i't ainsi dr suite. 

Plus généralement, si m cl // sonl premiers eniix? cu\. 
on aura 

propositions qu'il est facile de résoudre à priori. 

Problème. Troui*er le plus petit multiple de plusieurs 
nombres douars ^ , 6, c, . . . , A'. 

On connaît deux solutions : Tune qui se tire de la 
décomposition des nombres « , i , c, . . . , ft en facteurs 
premiers -, l'autre qui se déduit de cette proposition : a Le 
» plus petit multiple des nombres a et b est égal à leur 
» produit ah divisé par leur plus grand commun divi- 
') seur (ah), » Cette proposition peut être généralisét^ 
ainsi quUl suit : 

(( Soit pi le produit des nombres a , ^, c , . . . , A*; /Jj le 
» produit (ah) (ac) . . . (hc) . . . des plus grands communs 
» diviseurs des nombres a^ h^. . ,^k pris deu% à deux: 
" Pi 1^* produit des plus grands communs diviseurs des 
» iionibres pris trois à trois, et ainsi de suite, jusqu'à ce 
» que Ton prenne tous les nombres; ce qui donne un 
» seul plus grand commun diviseur : le plus petit multiple 
^) cheirhé sera 

P^'P:.'P'' ' __ ^1 

Pi p. p, — 

Soit B un quelconque des nombres premiers, diviseur 
d'un des nombres «, />, c,..., k. Comme Tordre des 
nombres rt, A, r, . . . , A est indi lièrent, on peut supposer 
que S entre dans ces nombres avec les exposants a , j5, y,... 
rangés par ordn» de grandeur décroissante. 11 suit de là 
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c|iie l'exposant de sera 

ft-+-27 + 3«î-+-... dans p^^ 

V -h 3 ^î 4- . . . dans ;?3 , 

4- . . dans />4 , 

et ainsi de suite, de soiie que dans Texposaiit 

P'i • Pi' pu» * • 

sera 

D'ailleurs , le nombre M ne peut contenir que les diviseurs 
premiers de «, A, r,. . . , A, et il les contient avec leur 
exposant maximum. M est donc le plus petit multiple 
demandé. 

yipplication a /'algèbre. 

Quand on aura décomposé un polynôme 
P = J-" -h ax^-* 4- . . . -f- />x 4- 7 
en facteurs du premier degré 

P = (x — a) (x — p) (j^ — V) . . , 

on appellera P un polynôme composé de binômes «im- 
pies ^ et tous les théorèmes sur la décomposition des 
nombres en facteurs premiers s'étendront anx poly- 
uèmes. On pourra , par exemple , appliquer la règle pré- 
cédente pour trouver le plus petit multiple de plusieurs 
polynômes. 

Ceci posé, proposons-nous cette question : 
Problème. Troux^er V équation aux racines ptimifiyes 
fie V équation binôme x"* — i = o. 

On sait que /• étant racine de r'" — 1== o, il en est de 
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même de r, r*, r',. ..,/'" — i. Lue racine est dite ^n- 
mîUi^e, quand la série /,/*,..., /'" est composée de m 
expressions diflcrentes, qui sont, par conséquent, les m 
racines. Y a-t-il des racines primitives? Combien y en 
a-t-il? La solution du problème précédent répondra à ces 
questions. 

1**. Si r est une racine dans la série i, r, /'*,.••» 
le premier terme qui se répétera sera Funité. Si Ton 

avait, par exemple, i'*= r""*"^, il en résulterait r^=i; 

donc l'unité se répète avant qu'on soit parvenu à r*"*"^. 

2°. La série i , /•, r', . . . ^^' \ r" = i donne a diviseur de w. 

Démonstration connue. Cela posé, soit m = a^b c^ . .. . 
I^es racines non primitives satisferont à quelques-unes des 
équations 

M m m 

x^ — I=0, X — I=0, X^ — irro, ..., 

qui ont toutes leurs racines communes avec 



( -r 

11 suffira donc de diviser j^'" — i par le plus petit multiple 

m m m 

des polynômes jt'' — i, x^ — i, x*^ — i,elc. Or l'algèbre 
montre que le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes xf — I, x^ — I est .r^.^*^ — I, [fg) étant le plus 
grand commun diviseur des nombres y et g. Le quotient 
égalé à zéro sera Téquation aux racines primitives. Cette 
équation sera donc 

(.«"■-i)xU^-i/U^-i)...xU^^--i).. . _ 



=r O 
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et aura pour degré 

a — I b — I c — 1 , . 

= m • — ; — • ... =r « f/WJ. 

a b c 

Il y a donc autant de racines primitives que de nombres 
premiers à m. C'est ce qu'il est facile de prouver sans 
passer par Téquation précédente. 

On sait, en effet , que x"^ — 1= o est satisfaite par 

jc = cos h sm — V — * » 

m m 



et comme 



( 



27r . 27r / \' 27ri . 27ri y 

cos h sm — V — ' =^ cos h sm y — ' « 

m m m m 



j . 27r , . 27r y 

on reconnaît tout de suite que cos h sin — v — < ^st 

racine primitive. La formule des racines est donc 



2/7r 2/7r y 

cos h sm V — > • 

m m 



Il en est de même pour cos h sin yj — i , si k 

<*sl un nombre déterminé premier à m 5 mais cette racine 
ne serait pas primitive si h n'était pas premier à m. 
Chacun développera facilement ces propositions. 

On peut consulter, à ce sujet, les Exercices d* Analyse 
et de Physique mathématique^ de M. Cauchy, 1 829. 

La méthode donnée plus haut s'étend à Tc^uaiion 
■v^ — 1 = py^ le nombre p étant premier. C'est en cela , 
surtout, que consiste son utilité. 

Ann Je Mathémat. , t. Vlll. (Scptembro 1849 ) 23 
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QUESTIONS SUR LA NUMÉRATION {*). 

I . Problème. Tromper ta sot/tme desn premiers termes 
(le la série dont le ternie général est wyï"; a étant un 
nombre quelconque. 

Solution. Soîl 

S„+, = rt -h ?, rt- -h 3 /?•' 4- (« -+- 1 Vï"^ \ 

S«4 , = fl -H 2 ^ -*- 3 «' -h . . -t- nn'* ; 
d'où 

S^H-, — S„+, ~ in H- 1 )«»■+-. 

Faisons 

y (rt) et ^ {a) sont des fonctions à déterminer, el C inic 
constante arbitraire; on aura 

d'où 

S v; 

On doit donc avoir 
on en tire 



donc 



? («; =: ^ ''^ \a] = ; 

a — I (/ï — i)î 



s„^, _ ^___^- + c. 



,( Arithnictiqiic tXt" M. J. Horlraïui. 
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Supposons <{ue pour // = <), on ait 

S. = o, 



alors 



n 
C — 



7/ — 1 ■ 



don 



1* 






a — \^ 



Ohsefvatio/i. La solution directe se trouve par les 
méthodes du calcul aux différences finies. ( f^oir le pré- 
cieux Traité de Calcul différentiel de Lacroix , tome M , 
page i38, 2*^ édition 5 18 19.) 

L'éloge de cet académicien , homme de bien , qui a 
rendu des services éclatants à la science et à l'enseigne- 
ment, n'a pas encore été prononcé. 11 en est de même 
pour l'illustre Legendre. Il est vrai que ces noms ne sont 
pas mêlés à nos discoixlcs civiles \ mais la gloire de ces 
noms est une ricliesse nationale. Pourquoi les frustrer 
d'un honneur qu^ils ont si bien mérité? Ayant égard à 
(les circonstances impérieuses , TAcadémie , dérogeant à 
ses statuts, pourrait charger un de ses membres d'ac- 
quitter une dette non sujette à prescription , et d'autant 
plus exigible, plus sacrée, qu'aucune réclamation ne peut 
venir d 'outre-tombe. 11 est triste qu'un citoyen obscur ait 
besoin d'élever sa voix dans une cause qui devrait compter 
publiquement pour avocats les Biot, les Cauchy et les 
Lamé. 

2. Problème. Combien y a-t-il de chiffres dans la 
suite naturelle des nombres y depuis i jusquà 10"+* — i? 

Solution. Depuis 10" jusqu'à 10"+* — i, on rencontre 
10"+* — 10" ou 9. 10" nombres de n-f-i chiffres; et, par 
conséquent, 9(71-4-1) 10" = 9 /* . io"-|- 9 . 10" chiffres. Il 

23. 
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faut sommer depuis n = o ; dans le problème précédeut ^ 
faisant a = i o , on obtient 

_ io"^'(9/i — ijH-io 
9^"+' — T ' 

9S.10" = 10"-^' — I, 

8.io«+'-f-i 

9 

= (/i-4-i)io'^' ; 

9 

d'où Ton déduit cette règle : 

Écrivez « -f- 1 zéros à la droite du nombre n -h 1 , et 
aundessus de chaque zéro y écrii^ez V unité ; faites la 
soustraction ; le reste est le nombre des clùffres cherché. 

Exemple. Combien y a-t-îl de chîflres depuis i jus- 
qu'à 99999? Ici n = 4 \ écrivez Sooooo, retranchez 1 1 1 1 1 , 
et le reste 488889 est le nombre de chiffres demandé. 

3. Problème. Trouver le nombre des chiffres de la 
suite naturelle des nombres depuis 1 jusquau nombre 
quelconque N. 

Solution. N est compris entre 10"+' et 10"+* \ soit dont 
]N =10"+* -f-fc. Le nombre de chiffres de i à io"+* — 1 est 

(n 4- 1 ) 1 0"+* ( problème précédent) . 11 existe 

fc-f-i nombres depuis 10"+' jusqu'à io"+* -h k^ chacun de 
n -h 2 chiffres; ainsi le nombre total des chiffres est 

10"-»-' — I 

(n-hi: 10"-*-' j-(^_^-i)(/i_f. 21. 

9 

4. Problème. Écrivant tous les nombres de la suite 
naturelle y de droite à gauche y à la suite les uns des 
autres, on demande le chiffrée qui occupe un rang 
désigné. 

Solution, Supposons quon demande le chiffre 1849' 



em^ 
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:i partir de la gauche, cherchons le iiombi-e auquel ce 
chiflre appartient ; à cet eflet il faut , dans l'expression 

ln-\-i) io"+* -• donner à n une valeur telle, 

^ / 9 

que Texpression approche le plus possible de 1 849 : cette 

valeur est /i = i : donc le nombre dont le chiiVre cherché 
fait partie est compris entre 99 et 999. Le premier 9 ù 
droite de 999, occupe le 189'''^ rang à partir de la gauche : 
il faut donc encore compter 1660 chitlres. Le produit 
(A- H-i) (/»-+- a) ou !^(/r H-i) égal le plus possible à i66o« 
on a A* = 552 ; ce qui donne 3 (A + i) = 1659. Ainsi ^ le 
chiffre cherché est le premier à gauche de i553, c'est-à- 
dire I. 

5. autrement. On a l'identité 

/ï-|-(/i— i) (/i— i)-f-(/i — 2;/î(fl — i) -h(/i — 3)/i\a — i; 

Supposons qu'on demande tous les chi tires de la suite 
naturelle depuis i jusqu'à 99999. Si tous ces nombres 
avaient cinq chiffres, on aurait 5.99999 ou 5oooou — 5 
chiffres. 

Les nombres d'un seul chiffre donnent de trop . 4-9 chiffres : 

les nombres de deux chiffres 3.9. 10 

Les nombres de trois chiffres 2.9.10- 

Lesnombresde quatre chiffres 1 .9. 10^ 

On a donc de trop, sur 5 00000, 

5-1-4.9-4-3.9. 104-2.9. 10' 4- I .9. 10= iiiii; 

d'après Tidcntité, en faisant w = 5 et a = 10 ; donc le 
nombre de chiffres est Sooooo — 1 1111 = 488889, comme 
on trouviî par la règle de ci-dessus. 
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QVEST10!«S SIR LA NUnÉR.4TI0SI (*) ET SUR LE PLUS GRUI 

COMliN DIVISEUR. 



I — X 



I. lAîmme. - ^ développé, par les méthode» 

connues, suivant h^s puissances ascendantes de x, donne 
la série récurrente 

i-h 7.x + 3x* --h 5jr-+- 8a:* H- i3jr*-f-. . .; 
réchcUe de relation est (t,i) ; le ternie général est 






on a 

4 sin i8" = -■ I H- v5' 

Î2. (Question. Faisant, dans la série précédente, x=i. 
combien y a-t-il d<* ternies qui ont le même nombre donné 
de cil i lires? 

lii'ponse. ( 'concevons la série partagé*.* en groupes dr 
nond)res de un rhilVre. de tieux chiflres, de trois chîflri'> 
rliacun , et ainsi de suite. Supposons qu'un de ces grouj)e,- 
coniMH'iîce par les deux nombres suivants io"*-hAi. 
•2.. lo'" -\- Ai*, A, et A, étant chacun moindre que lo"; Ir 
pn^niicr rhillre à droite de io"'-f- Aj est i, et ce même 
prenruT chilîVe est •>. dans le nombre a. io"'-h Aj ; d'après 
la loi d(î formation , les ein(| nombres suivants sont : 

3.io'"4-A,-hA., 5.10"' -h A, -h VI A,, 8.io'"-4-'iA,+3A,. 
i3.io'"-f- i^AiH-;") Aï, 21. io'"-h 5 A, -f- SA.: 

, ^ Traitr d \,ithmèti,jui , par M. .1. lUrlrantl, p. 7 el (»i; \^'\<^\. 
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il y a tloiic au moins cinq nombres de in-\-\ i'hiii'n\«>, «*i 
le sixième est de m +2 rliilVres, el commence aussi à 
droite par i, tandis que le suivant commence par 2; or 
ceci existe dans le premier groupe, où /« = o ; donc 
aussi dans tous les groupes suivants. Si Ai + A« est égal 
ou supérieur à 10"*, \v. troisième nombre sera 4 • io"*-t- l^i , 
el ensuite 6. io'"-f- B, -f- A,, 1'"+*-+- 2Bi4-A,,. . .\ alors 
le groupe de m-f-i chi lires ne renfermera que quatre 
termes. Ainsi , il y a SLuplus cinq fermes qui ont le même 
nombre de chiilres, et quatre termes au moins; tels sont : 
1597, 2584} 4i^<7 676*5, 10946. 

3. Question . (Combien le n'^*"" nombre de la sérit» a-l-il 
de chi lires? 

Réponse, En mettant la valeur de // dans le lernir 
général donné ci-dessus, on trouve la valeur de ce l(»rme . 
el, par conséquent, le nombre de ses clii lires; mais il ^ 
a uu moyen plus simple. On a 



li»g 2 sin 1 8" ~ log . = 1 , 791 o 1 2 ; 



donc 



./i 



logi^^t^ = o,2o8<)88; log v5 = 0,349486, 

I-f- i'5 - 

I ^ log log \ 5 3= //.o , 2o8<)88 -h 1 , 859603 -- \ ; 



la valeur t\v n l'ait connaître la caracléristi(|iie du loga- 
rithme, et, par conséH|uent. \r nombre des chillrcî», à 
une unité près; caria seconde partie <lu lernu» géiiéral^ 
quoique fractionnaire . cl allant sans cesse en déK*rois- 
sant, peut augmcMitcr d une unité le nombre entier de la 
première partie 

r,es logarilbnu's de la première partie du terme général 
croissent suivant une progression arillimétic|uc dont la 
raison est, o,<»6S4yi. 
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8. Théorème. Dans la recherche du plus grand com- 
mun dii^iseur de deux nombres, cinq fou le nombœ des 
chères du petit nombre est une limite supérieure du 
nombre d'opérations à/aire aidant de pan^enir au résidu 
zéro. 

Démonstration, Soit P le plus petit des deux nom- 
bres , et R le premier résidu ] supposons P compris entre 

p 
N, , Ns , termes consécutifs de la série 5 si ~ est supérieur 

- . P . 

à a , R sera moindre que N, (6)5 si — est moindre que 2 , 

R peut aussi être compris entre Nt et N3 ; mais alors le 
résidu suivant P — R est moindi*c que Ni (7); ainsi, le 
nombre d^opérations ne peut surpasser celui qu'il faudrait 
faire s*il s'agissait de N3 et N, ; donc, etc. 

Remarque. C'est M. Lamé qui a découvert cette limite 
ingénieuse [voir tome IV ^ Finck, 71; Lionnet, p. 6*17). 
Pourquoi le judicieux auteur du Traité d'arithmétique 
n'a-t-il pas saisi cette occasion de faire connaître à ses 
jeunes lecteurs le nom d'un Français si célèbre dans TEu- 
rope savante ? Cette répugnance invincible qu'on remar- 
que chez les géomètres français pour toute citation de 
noms propres, pourrait figurer comme onomatophobie 
dans une nosograpliie du système mental. Cette étrange 
aberration produit quelquefois des résultats fort singu- 
liers. Ainsi , ce qui caractérise particulièrement l'Ecole 
Polytechnique , c'est la haute importance qu'on y attache , 
et avec raison, à l'enseignement de la géométrie descrip- 
tive. Eh bien ! je suis sorti de cette École sans avoir jamais 
entendu prononcer le nom du Lyonnais Desargues, créa- 
teur de la théorie stéréométriquc , et j'en dois la pre- 
mière connaissance à Touvrage de M. Poncelet, mon 
illustre compatriote. \Jii demi-siècle s'est écoulé, et tou- 
jours même négligenc(* de l'histoire de la science. Celte 
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igiioraticc du passé coiid'ibtu;, avec (rautres caus<;s. :) 
entretenir le vire radical de noire éi)0([iie , l'orgiu'il^ c'esi 
bien là le démon dont TKvangile parle sous le nom dc 
Icgion (saint Marc, c:h. V, v. 9). En eilet, ce vice unique 
engendre^ recrute une légion de vices. Ce qui explique, 
soit dit en passaut, comment on rencontre aujourd'hui 
tant d'hommes se croyant aptes, non à donner des lois à 
la société , à la gouvernei', ce serait de leur part pun* 
modestie, mais à la transformer complètement dans son 
essence, à créer même une nouvelle société de louli'î» 
pièces, subitement ; loulefois , Dieu même a mis six jour.** 
h son œuvre : mythe sublime, qui nous enseigne que Ic- 
lément de toute création durable, c'est le temps. Déjfi Icn 
Grecs disaient, dans un langage spirituel, le temps ne res- 
pecte pas ce quon fait sans Iw\ En France , nous faisons 
tout sans lui; aussi voyez comme cela dure! Sur toute*^ 
nos institutions, constitutions, on peut inscrire d'avance 
la célèbre épitaphe de Malherln? pour une jeune fille. 



INSTITUT NATIONAL. 
(.KAM) PRIX DE MATHÉMATIQLF^S 

\ l»ÉCEU->Ell K^ i85o. 



Le.s travaux réceiith de plusieuis géomètre.-» ayant ra- 
nimé I attention sur U* dernier théorème de Ferm<il, v\ 
avancé notablement la (juestion, même pour le cas géné- 
ral , r Académie propose? de le\er les dernières difiicultéf^ 
(jui restent sur ce sujet. Elle m<'t donc au concours poin 
le grand prix de Maihématiques. à décerner en i85o, le 
problème suivant : 

n Irous'cr pour un exposant r/iiicr gt klconqi f. n Ir^ 
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soluttoiu en nombr^es entiers et inégaux fie l'équation 
jC" -hj''* = z", OU prou\^er quelle n'en a pas, 

» Le prix consistera en une médaille d'or de la valcur 
de trois mille francs. Les Mémoires devront ùtre arrivés au 
secrétariat de TAcadémie avant le i*'* octobre i85o. Ce 
terme est de rigueur. Les noms des auteurs seront con- 
tenus dans un billet cacheté, qui ne sera ouvert que si la 
pièce est couronnée. » 

(La Commission chargée de proposer le sujet du prix 
était composée de MM. Cauchy, Slurm, Arago, Poinsot. 
Liouville rapporteur. Comptes rendus, n** 2, 9 juillet 1849- 
tome XXIX , page 23.) 

NOTE BIBUOGRAPHIQUE SLR LA QLESTIOiN 

FERMAT. 



Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris , 
t. XVII. — M. Cauchy, Alémoire sur la théorie des 
nombres ,, p. 245 (1840). (Le Mémoire est de i83o.) 

Journal de M. Crelle, t. XIX. — M. Jacobi (C.-G.-J.) . 
(f^oir un extrait dans le Journal deM. Liouville, t. Mil . 
p. 268-, traduction de M. Faye, i843). 

Comptes rendus y t. XXIV. — M. Lamé, p. 3 10, 352. 
569, 888-, année 1847. ^- Calchy , p. 3i6, 347, 4<^>7- 

4i4)469, 5i6, 578, 633, 661, 943, 996, 1022. M. Liot- 
viLLE. p. 3i5, 899. M. Rummer; p. 899. M. Waintzel. 
p. 43o. 

Journal de Mathématiques (Liouville), t. V (i84<>). 
— M. Lebesgue, p. i84* M. Lamé, p. 197; impossibilité 
de x"' -f- > "^ -H 2' = o. M. Lebesgue, p. 276-348 ; imj>08- 
sibilitédex*' -h y^"-l-3' = <>. M. Lebesgue, p. 49- M. Liou- 
ville , p. 36o. 

Journal de Mathématiques (Liouville), tome XII 
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(i847)- — ^^' ^^^^ j P- 1^5-, sur rimpossibilité de 
.r* 4- j^* 4- -S* = o* M. Lamé, p. 17a -, sur TéquatioD. . . 
x'*-hy" -f- z" = o. On démontre rimpossibilité pour 
/i = 5,79 II, i3, 19, 23, et d'autres. M. Kummeh, p. 180; 
sur les nombres complexes (en latin; a paru en i844)' 

Journal de M. Crclle, t. III (1828). — M. Lejecne 
DiRiCHLET, p. 354-, impossibilité de x' 4- JK* -H ^* =<*• 

Journal de M, Crelle, t. IX (i833). — M. Lejelse 
DinrcHLET, p. 3go; impossibilité de x** -h j^** — z**=o. 

7bw/7ia/deM.Crelle, t.XVII(i837). — M. E. Kummer, 
p. 2o3; rie œquatione X^^ -^y^^ = z^^- 
No usuelles Annales, t. VIII (1847), p. i32. 
EuLER , Éléments (V Algèbre , t. II. 
Legendre, Théorie des nombres. 



On sait que la question est ramenée a savoir si un 
nombre complexe composé peut être décomposé en fac- 
teurs premiers d'une seule manière ou de plusieurs ma- 
nières. 



TIIÉORÊHES DE FRENICLE, DE 1676, RËINYEKTÉS EN 1849. 



Le Traité (les triangles rectangles en nombres con- 
tient deux parties ; la première partie a été imprimée eu 
1676, in-12, et réimprimée avec la seconde partie, eu 
i()77, h la suite des Prohlènufs d'Architecture de Blondel. 
in-folio. On trouve ces deux parties dans le tome V des 
Mémoires de t Académie des Sciences (1729). 

Voiri trois profïositions : 

Pi\oi»osrno> XWIII. l\n tout triangle rectangle un 
fies côté.s est ntesurv par /\ (p. i6.\). 
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Proposition XXIX . Tout triangle rectangle a un de 
ses côtés mesuré par 5 (p. i65). 

• Proposition XXX. L^airc de tout triangle rectangle 
est mesurée par 6 (p. i65). 

Depuis , ces théorèmes ont été démontrés dans les 
jénnales de Gergonne , dans le Journal de M. Crelle et 
dans les Nouv^elles Annales, 

Ces propositions ont été réinventées et redémontrées 
en 1849. ( ^^^^ Comptes rendus, t. XXVIII , p. 58 1, 664 
et 686.). 

Frenicle de Bessy, membre de T Académie dès 1666, 
est mort en 1675. 



THÉORÈME SUR LE QUADRILATÈRE PUN; 

Par m. brune, 

Conseiller à la Chambre des Comptes, ii Berlin ('). 

(Journal de M. Crelle, t. XXll, p. ^79; i8/|i.) 



Théorème. Par le milieu d'une diagonale d'un quadtifa- 
tèreplan, on mène une parallèle à la seconde diagonale, 
et par le milieu de celle-ci une parallèle à la première 
diagonale. On joint le point d* intersection de ces deux 
parallèles aux quatre points milieux des quatre côtés du 
quadrilatère i le quadrilatère sera paitagé en quatre 
quadrilatères équiv^alents . 

Nous laissons aux élèves studieux le soin de trouver la 
démonstration de ce théorème qui peut être très-utile 
dans Farpentage. 



(*) Combien y a-t^-il à Paris de conseillers à la Cour des Comptes qui 
s'occupent de géométrie? On dirait pourUnt qu'il y a quelque affinité 
entre des comptes et la science des calculs. 



( ;»)()• ) 



JOIRNAL DE M. CRELLE, (. XXXII (1846) 

Voir t. VIII, p. S28). 



ni \T11IKME tlAHlKIl. 

27. Extraits tic deux Lettres de M. Charles HERMiTEà 
M. C.-G.-J. Jacobin 277-269 (janvier i843), sur la 
division des arguments dans les transcendantes abé- 
licnnes (iir sont pas insérées dans le Journal de Ma- 
thcniatiques de M. Jjiou\ille). 

28. Propositions sur les courbes de deuxième et troi- 
sième ordre j par M. J. Steimer, à Berlin; 3oo-3o4 
(juin 1845). 

I. Par chaque point I) dune ellipse passent trois 
cercles de courbure osculanl Tellipse en trois autres 
l)oints À , R , C ; les ([ualre points A , B, C , D sont sur 
une même circonférence. 

II. En prenant dans une ligne du troisième oi-dre trois 
points Â. B. C à volonlé, il passe en général par ces 
points neuf conicjues K , dont chacune oscule la couibe 
dans quelque autre point; de ces neuf points (Koscula- 
lion, trois sont réels el six imaginaires, et nous les dési- 
gnerons par 3R et 6*1 : parmi les neuf coniques aussi, il 
V en a trois réelles et six imaginaires; parmi les neuf 
points d'osculation !iR -f- ()1 , il y en a toujours douze fois 
trois cpii sont sur une même conique K, avec les jH>ints 
A. B, C; de ces douze coni([ucs K, , il y en a quatre réelles 
et huit imaginaires; et d'autres propositions sur les co- 
niques. Lue théorie analytique abrégerait considérable- 
ment les énoncés et les démonstralions de ce genre de 
propositions dont le nombre est illimité. 
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29. Sur le f/uadïlalèrc circonscrit au cercle ; par M . \v 

professeur J. Steineu; 3o5-!^1(). 
Ou lit dans les traités de (jéométrie qu'un quadrilatère 
u'est eirconseriptible à un eerele que lorsque les sommes 
des côtés opposés sont égales; cette proj^osition est défec- 
tueuse et incomplète, et ne se rapporte qu'au quadrilatère 
convexe. Voici Ténoncé complet : Tout quadrilatère dans 
lequel la somme des deux côtés quelconques est égale à la ^ 
somme des deux autres, ou dans lequel la diflférence des 
deux côtés quelconques est égale à la dillérence des deux 
autres, est eirconseriptible à un cen*le, et réciproque- 
ment. Discussion des divers cas. 

30. M. Crelle. Mémoire sur les différentes manières y ctc, 
(fin du Mémoire V, n^ 26); 3ii-34o (janvier i844)* 

31 . De residuzs cuhicis disquisitiones nonnullœ anafy- 
ticcBy auct, E. KuMMER, prof. Vratîslaviaî; 34ï"359. 
L^auteur déclare n'avoir pas pu se procurer le travail 

de M. Lebesgue sur les résidus cubiques. (Liouville, 
t. IV, 9-59, 1839.) 

32. Développement d'une J'onni Je qui donne en même 
temps les nombres de Bernoullî et les coefficients de 
la série qui exprime la sécante (en français) ; par 
M. O. ScHLÔMiLCH , professeur à l'Université de lena ; 

36o-364. 

Fac-similé d'un manuscrit de Ne\^^ton, 

Lettre en latin adressée à Leibnitz, en date de Cam- 

bridge le -p octobre 1693. iNous la donnons ici parce 

qu'elle jette du jour sur les relations de ces princes de la 
science : 

K LîtterîP tuaî, cum non statim acceptis responderem , e 
manibus elapsn^ intcr schetlas meas diu latentes, nec in cas 
ante hesternum diem incidere potui. Id quod me moleste 
habuit, cum aniicitiam tuam maximi faciam, teque intcr 



( :i(>y ) 



THÉORilE PROPOSÉ Ali CONCOURS GÉNÉRAL DE 1849 

( HtthèinaUqae» élcmen taire», rolr p. SIK ) ; 

RÉDIGÉ PAE M. E. LORIEUX, 

Élève du lycée Munge. 



Étant doDiié un parallélogramme ABCD, on mène une 
droite LV perpendiculaire à ses deux côtés opposés AB, 
CD, laquelle rencontre le premier côté en a\ et le pro- 
longement du second en a; cette droite rencontre les 
deux autres côtés AC, BD en b' et b^ et les deux diago- 
nales BC, AD en c' et c. 

On demande de prouver que les circonférences des 
cercles décrits sur les trois segments aa', ii', cc\ comme 
diamètres, ont les mcmes points d'intersection. 




On pourra examiner si le théorème aurait encore li(?u 

Ànn. de BfrttJwniai.y i. VIII. (Oclobro 1849.'» ^4 



